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En 1991, E. Yablonovitch a démontré expérimentalement la possibilité de réali-
ser une structure diélectrique périodique capable de réfléchir la totalité d’un rayon-
nement électromagnétique, quelle que soit la direction incidente, et dans certains
intervalles de longueurs d’onde |1, 2]: ces intervalles de longueurs d’onde interdites
sont désignés par le mot anglais photonic bandgap. Dans la suite de ce mémoire, ils
seront plus briévement désignés par le mot gap. Ce résultat, obtenu pour des lon-
gueurs d’onde centimétriques pour des raisons de commodités expérimentales, reste
théoriquement valable si on effectue un méme changement d’échelle sur la longueur
d’onde du champ électromagnétique et sur les dimensions du cristal. La propriété
mise en évidence par E. Yablonovitch devrait recevoir de nombreuses applications
pour des longueurs d’onde de I'ordre du micrométre (longueurs d’onde correspondant
a la lumiére visible ou utilisées dans les télécommunications).

Intérét des cristaux photoniques

Nous citons ici, parmi bien d’autres applications potentielles, deux propriétés des
cristaux photoniques susceptibles de mener a des applications.

Les lasers a semi-conducteurs et les diodes électroluminescentes Un cris-
tal photonique présentant un gap permettrait de contréler I’émission spontanée en
interdisant la propagation du rayonnement électromagnétique |3, 2|. L’interdiction
totale de I’émission spontanée permettrait d’augmenter le rendement des lasers a
semi-conducteurs (les lasers de loin les moins chers et les plus répandus). L'inter-
diction de I’émission spontanée dans certaines directions permettrait de canaliser
I’énergie dans une direction bien précise. Ainsi, les diodes électroluminescentes fa-
briquées a partir de sources optiques de type solide (sources optiques bon marché)
seraient plus performantes.

Les composants optiques Les cristaux photoniques peuvent se comporter comme
des milieux homogénes a des longueurs d’ondes du méme ordre de grandeur que la
maille cristalline ; les caractéristiques des milieux homogeénes équivalents sont inha-
bituelles, en particulier au bord des gaps. L’indice optique équivalent peut étre infé-
rieur & celui du vide et donner naissance & des phénoménes dits d’ultra-réfraction ;
dans certaines circonstances, cet indice peut méme devenir négatif. De plus, les
milieux homogénes équivalents sont extrémement dispersifs. Ces propriétés permet-
traient de séparer différentes longueurs d’onde avec un cristal dont les dimensions
sont de l'ordre de quelques longueurs d’onde. Les cristaux photoniques pourraient



4 Introduction générale

permettre de fabriquer des démultiplexeurs de quelques micrométres et trouver des
applications dans le domaine des télécommunications.

Les réalisations expérimentales de cristaux photo-
niques

Les longueurs d’onde présentes dans un gap sont du méme ordre de grandeur
que les dimensions caractéristiques de la maille élémentaire du cristal. Ainsi, la fa-
brication de tels cristaux s’avére difficile pour les longueurs d’onde utiles de 'ordre
du micrométre.

Pourtant, des cristaux photoniques de maille élémentaire micrométrique existent
a 1’état naturel. Les ailes des papillons de type morpho [4] ou blumei |5, 6] possédent
une structure proche de cristaux photoniques bidimensionnels. Les poils des vers ma-
rins de type aphroditidae ou polychaeta possédent une structure proche d’un cristal
bidimensionnel a maille hexagonale [7|. Enfin, les opales sont des cristaux photo-
niques tridimensionnels a maille cubique faces centrées [8]. Toutes ces structures
réfléchissent la totalité du rayonnement électromagnétique dans certains intervalles
de longueurs d’onde. Ces longueurs d’onde totalement réfléchies correspondent a la
couleur de ces animaux et minéraux. Cependant, les propriétés de ces cristaux photo-
niques naturels ne coincident pas avec celles recherchées : les intervalles de longueurs
d’onde ou il y a réflexion totale dépendent fortement de la direction incidente. Cette
dépendance angulaire explique I'observation d’irisations (la couleur observée dépend
de 'angle d’observation). Il semble aujourd’hui que seuls des cristaux artificiels sont
susceptibles de présenter des gaps “totaux” (pour I’ensemble des incidences et des
polarisations).

La technologie actuelle permet de fabriquer des cristaux photoniques bidimen-
sionnels ou tridimensionnels de maille élémentaire de 'ordre du micrométre. Nous
citons les deux procédés que nous pensons étre les plus prometteurs.

Les cristaux photoniques de microsphéres Le premier procédé consiste a réa-
liser une solution de microsphéres dans un solvant dont les molécules sont de taille
trés inférieure a celle des microsphéres [9] (ou solution colloidale de microsphéres) ;
ces microsphéres s’auto-assemblent sur un réseau cubique face centrée ou sur un ré-
seau cubique centré. La disposition de ces microsphéres est trés proche de la configu-
ration idéale. Seulement, ces cristaux photoniques fabriqués a partir de microsphéres
diélectriques ne présentent pas de gap omnidirectionnel pour les longueurs d’onde
de 'ordre du micromeétre: de telles structures exigent en effet un contraste d’indice
diélectrique trop élevé (supérieur a 2.85 [10]). La recherche dans ce domaine s’est
donc orientée vers la réalisation de cristaux photoniques de microsphéres métalliques
qui présentent le moins de pertes possible.



Les cristaux photoniques “tas de bois” Le second procédé consiste a dépo-
ser successivement des couches lamellaires fabriquées en utilisant les technologies
développées pour les circuits intégrés a base de silicium [11, 12, 13]. Ces cristaux
photoniques “tas de bois” (traduction frangaise du mot anglais woodpile) présentent
des gaps omnidirectionnels pour des longueurs d’onde allant jusqu’a 1.5 micrométres
[12]. Ces cristaux photoniques présentent I'intérét de posséder des pertes négligeables
comparées a celle des cristaux photoniques de microsphéres métalliques.

Choix du modéle

Le systéme physique étudié est constitué d’un cristal photonique et du rayonne-
ment électromagnétique. Il est donc nécessaire de modéliser le cristal, le rayonne-
ment électromagnétique et leur interaction. Les équations de Maxwell modélisent le
rayonnement électromagnétique et I'interaction entre celui-ci et la matiére considérée
d’un point de vue macroscopique. La principale modélisation consiste a représen-
ter le cristal photonique. Le cristal photonique est constitué de mailles élémentaires
identiques situées sur un réseau. On rencontre deux solutions pour modéliser les
cristaux photoniques.

Le cristal parfait La premiére solution envisagée pour modéliser le cristal est di-
rectement inspirée de la physique du solide [14]; elle consiste a décrire le cristal par
une structure périodique dans les trois directions de 1'espace (cristal parfait). Cette
approche permet de décrire fidélement le comportement du rayonnement électro-
magnétique a l'intérieur du cristal ; en particulier, les gaps prédits par cette théorie
coincident avec les résultats expérimentaux [1, 2, 11]. Enfin, cette approche per-
met également de modéliser des structures comportant des défauts en utilisant la
méthode dite de la “super-cellule” [15, 16].

Le cristal limité Le cristal est modélisé par une structure qui ne remplit pas tout
I’espace. Une telle structure posséde moins de symétries qu'une structure périodique
dans les trois directions de I’espace. La résolution du probléme s’avére par conséquent
plus difficile. Néanmoins, cette approche permet de décrire fidélement les propriétés
de structures plus proches des réalisations expérimentales [17].

Actuellement, une méthode numérique rigoureuse permet de résoudre les équa-
tions de Maxwell en présence de cristaux photoniques bidimensionnels de forme ar-
bitraire et constitués de tiges [18]. Nous citons les cas étudiés en détails: les cristaux
photoniques comportant des défauts [19, 20], les fibres optiques en cristal photonique
[21, 22], les lentilles et les prismes en cristal photonique [23].

Modéle choisi: I'empilement de réseaux Nous modélisons le cristal par une
structure périodique dans deux directions de ’espace et limitée dans la troisiéme. Le
cristal est un empilement de réseaux. Nous avons retenu ce modéle parce que nous
pensons qu’il constitue un bon compromis entre le réalisme de la description et le
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nombre de symétries. De plus, cette approche permet de profiter des connaissances
acquises par la communauté de I'électromagnétisme en matiére de réseaux.

Objectifs de recherche

Cette thése comporte les deux objectifs de recherche suivants.

Etude des propriétés de diffraction des cristaux photoniques de taille finie
Une grande part de cette thése a été consacrée a I’étude de I'influence de la taille finie
des cristaux photoniques. Nous pensons en effet que la prise en compte de la taille
finie des cristaux photoniques est incontournable pour justifier certains phénoménes.

Pour déterminer cette influence, nous étudions le probléme physique suivant.
Soit un cristal photonique de taille finie éclairé par un champ électromagnétique
incident : le probléme consiste a déterminer le champ électromagnétique diffracté
par le cristal. Nous caractérisons alors les propriétés du cristal de taille finie & partir
des propriétés du champ électromagnétique diffracté.

champ
incident

e

cristal

T

La diffraction par un cristal photonique de taille finie.

En particulier, nous donnerons des éléments de réponses aux deux questions
suivantes.

1.1 Quelle est l'influence des interfaces qui séparent un cristal photonique de taille
finie du milieu extérieur?

1.2 Dans quelle mesure les propriétés d’un cristal photonique de taille finie sont
proches de celles d’un cristal photonique infini?

Etude des propriétés des cristaux photoniques “tas de bois” Le second
objectif de cette thése a été de développer un code numérique permettant d’étudier
les propriétés des cristaux photoniques “tas de bois” et, en particulier, le cristal
photonique réalisé expérimentalement par S. Lin et al. [11, 12]. Les deux principales
raisons qui nous ont amenés a favoriser ce type de structure sont les suivantes.



Premiérement, nous estimons que les cristaux photoniques “tas de bois” sont,
avec les cristaux photoniques de microspheéres, les structures a bandes photoniques
les plus prometteuses.

Deuxiémement, contrairement aux cristaux photoniques de microsphéres (pour
lesquels il existe la méthode KKR [10]), il n’existe pas a notre connaissance de code
numérique spécialement adapté a 1’étude de ces structures “tas de bois”; les codes
numériques actuels reposent généralement sur la méthode utilisant la base de Fourier
[24] (ou base des “ondes planes”) et souffrent des phénoménes de Gibbs [25].

Ezxemple de cristal photonique “tas de bois”.

Ce code numérique nous a permis de réaliser les trois objectifs suivants.

2.1 Déterminer avec précision la relation de dispersion dans un cristal photonique
“tas de bois” parfait.

2.2 Simuler numériquement l’expérience qui consiste a éclairer un cristal photo-
nique “tas de bois” puis a déterminer la fraction du flux du vecteur de Poynting
transmise.

2.3 Simuler numériquement la possibilité d’inhiber le phénomeéne de I’émission spon-
tanée dans un cristal photonique “tas de bois”.

Plan du mémoire

Comme l'indique le titre de cette thése, le mémoire comporte des aspects théo-
riques et numériques. Les aspects théoriques sont concentrés dans 1’étude des cris-
taux photoniques monodimensionnels ; la simplicité des équations permet dans ce cas
d’estimer certaines propriétés analytiquement. Les aspects numériques sont concen-
trés dans I’étude des cristaux photoniques bi et tridimensionnels; ’approche numé-
rique nous a semblé indispensable dans ce cas.
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Premiére partie La premiére partie est consacrée a I’étude théorique du com-
portement du champ électromagnétique en présence d’un cristal parfait. Nous nous
contentons de présenter synthétiquement des résultats déja largement étudiés par la
communauté des cristaux photoniques.

Nous présentons dans le chapitre 1 le raisonnement inspiré de la physique du
solide qui, partant des équations de Maxwell dans un milieu périodique parfait,
permet d’obtenir la relation de dispersion dans le cristal : cette relation de dispersion
permet de déterminer les propriétés du cristal et, en particulier, les gaps.

Nous présentons dans le chapitre 2 quelques résultats sur le comportement du
champ électromagnétique en présence d’un cristal parfait : nous étudions le phéno-
mene de I’émission spontanée et la trajectoire du champ électromagnétique dans un
cristal photonique parfait. Nous illustrerons numériquement ces phénomeénes dans
la troisiéme partie.

Les deux parties suivantes sont consacrées a 1’étude du comportement du champ
électromagnétique en présence d'un cristal périodique dans deux directions de 1’es-
pace et limitée dans la troisiéme (ou empilement de réseaux).

Deuxiéme partie La deuxiéme partie est consacrée a I’étude théorique de la dif-
fraction par un cristal photonique monodimensionnel. Nous profitons de la simplicité
des équations pour réaliser une étude détaillée de I'influence des interfaces planes qui
séparent un cristal photonique monodimensionnel du milieu extérieur ; nous complé-
tons la présentation usuelle des propriétés des cristaux photoniques que nous avons
réalisée dans la premiére partie.

Nous présentons dans le chapitre 3 la méthode que nous avons utilisée pour
exprimer le champ électromagnétique en présence d’un cristal photonique monodi-
mensionnel d’épaisseur finie: nous utilisons la méthode des matrices de transfert.

Dans le chapitre 4, nous déterminons les propriétés de ce champ électromagné-
tique quand l’épaisseur du cristal photonique monodimensionnel tend vers l'infini
(ce que nous appelons la limite thermodynamique). Nous donnons une interpréta-
tion physique simple du comportement du champ électromagnétique en présence
d’un cristal photonique monodimensionnel d’épaisseur suffisamment grande: cette
interprétation physique, inspirée de I'optique géométrique, rassemble 1’ensemble de
nos résultats. Enfin, nous illustrons numériquement tous nos résultats.

Troisiéme partie La troisiéme partie est consacrée a I’étude numérique des pro-
priétés des cristaux photoniques. Cette troisiéme partie repose sur le code numé-
rique que nous avons développé durant cette thése: ce code numérique, spécialement
adapté aux cristaux photoniques “tas de bois” nous a également permis d’étudier la
diffraction par des cristaux photoniques mono et bidimensionnels.

Dans le chapitre 5, nous présentons les méthodes numériques que nous avons
utilisées. Nous utilisons la méthode dite des “valeurs propres et fonctions propres
exactes” pour développer le champ électromagnétique a l'intérieur de la structure
“tas de bois”. Surtout, nous présentons I’algorithme que nous avons élaboré pour
déterminer la relation de dispersion d’'un cristal & partir d’'un code numérique de
type “code réseau” ; nous entendons par “code réseau” un code numérique qui permet



d’obtenir la matrice de diffraction (ou matrice S) d’une structure périodique dans
deux directions de 'espace et limitée dans la troisiéme.

Dans le chapitre 6, nous étudions numériquement l'influence d’interfaces quel-
conques qui séparent un cristal photonique monodimensionnel du milieu extérieur :
nous complétons 1'étude théorique du chapitre 4. Nous établissons une régle qui
permet d’estimer a prior: I'influence de ces interfaces; en associant cette régle avec
le résultat théorique sur la trajectoire du champ électromagnétique établi dans le
chapitre 2, nous mettons en évidence numériquement des phénomeénes de réfraction
inhabituels.

Enfin, dans le chapitre 7, nous utilisons notre code numérique pour étudier les
cristaux photoniques “tas de bois”.

Mode d’emploi du mémoire

Notations Ce mémoire rassemble différentes études. Certains symboles seront uti-
lisés plusieurs fois pour désigner des grandeurs différentes. C’est pourquoi nous avons
décidé de définir précisément chaque symbole utilisé, quitte a alourdir la forme du
mémoire.

Justification des résultats La premiére partie de ce mémoire utilise des notions
de mathématiques qui se situent a la limite de nos connaissances personnelles : nous
n’hésiterons pas a admettre certains résultats.

La deuxiéme partie de ce mémoire utilise des notions mathématiques plus simples.
Nous avons souhaité justifier de facon détaillée les résultats de cette partie; nous
avons reporté les aspects les plus fastidieux en annexe.

La troisiéme partie de ce mémoire est essentiellement numérique. Nous ne ma-
nipulerons pas les objets mathématiques dans cette derniére partie avec autant de
précautions que dans les deux précédentes : certains opérateurs deviendront des ma-
trices. Dans ce cas, ce sont nos résultats numériques qui permettront de justifier nos
développements théoriques.

Enfin, certains passages de ce mémoire sont imprimés en petits caractéres et
présentés comme ci-dessous.

Ces passages peuvent étre ignorés en premiére lecture. Ils visent en général & préciser des
détails ou & justifier des propriétés : leur lecture n’est pas indispensable a la compréhension
générale du manuscrit.
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Les équations de Mazwell
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Les équations de Maxwell décrivent les lois générales auxquelles obéit le rayonne-
ment électromagnétique ainsi que son interaction avec la matiére. Le rayonnement
électromagnétique est représenté par quatre champs vectoriels E', H, D et B dé-
pendants de la variable d’espace # € R® et du temps t € R. Ces quatre champs
sont reliés a la densité de charge p et a la densité de courant J par les équations de
Maxwell :

0B

-D=p. EF+—=0.
\Y p V x +8t 0 "
V-B=0. VxH—a—D:J.

ot

Ces équations de Maxwell (1) sont vraies au sens des distributions [26]: les quatre
champs vectoriels £, H, D, B, la densité de charge p et la densité de courant J
sont des formes linéaires continues agissant dans C§°(R x R*; C*), ’ensemble des

fonctions infiniment dérivables, & support compact dans R x R? et & valeurs dans
C3.

Les équations de Maxwell dans des matériaux diélec-
triques parfaits

Nous nous intéressons a des longueurs d’ondes se situant dans un intervalle al-
lant du visible (quelques centaines de nanométres) aux microondes. A ces échelles,
la longueur d’onde recouvre au moins plusieurs milliers d’atomes: chaque matériau
se comporte alors comme un milieu homogéne. Nous supposons que la matiére est
exclusivement constituée de matériaux parfaits de type diélectrique: ces matériaux
parfaits sont isotropes, isolants, linéaires, non-dispersifs et sans pertes. Leur carac-
tere isolant exclut l'existence de charges libres et de courants: p = 0 et J = 0.
Les quatre champs vectoriels FE, H, D et B vérifient dans ce modéle les relations
constitutives D = ¢ E et B = H, ou ¢ est la permittivité et u la perméabilité. Les
équations de Maxwell (1) deviennent :

o
V.cE=0. VXE—I—%:O.

deE

0.
ot

V-uH=0. VxH-
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Les équations de Maxwell harmoniques

Soit w la pulsation du champ électromagnétique harmonique. Les champs élec-
trique et magnétique sont alors représentés par les champs complexes E, et H, ne
dépendant que de la variable d’espace z € R? :

E =R[E, exp(—iwt)], H = R[H, exp(—iwt)] . (3)

Dorénavant, nous désignerons par fréquence (et non pas par pulsation) le réel w.
L’identité V - Vx = 0 est vraie au sens des distributions. Alors, les équations de
Maxwell vérifiées par les champs complexes F, et H, se réduisent a

VxE,— iwuH,=0, VxH,+ iweE,=0. (4)

Hypothéses sur la permittivité et la perméabilité

Nous avons supposé que tous les matériaux sont non-dispersifs: la permittivité
¢ et la perméabilité p sont indépendantes de la fréquence. Cette hypothése devient
inutile si le champ électromagnétique est harmonique (3). En effet, nous pouvons
alors ajuster les valeurs des fonctions ¢ et p selon la fréquence étudiée. Les fonctions
e et p dépendent donc de la seule variable d’espace x.

e :x+—e(x) € R.

(5)

p:x— p(x) € R.

Les fonctions € et u a valeurs réelles représentent des matériaux sans pertes. Nous
imposons une derniére condition peu restrictive: les fonctions £ et p sont bornées
supérieurement et inférieurement par des constantes strictement positives.

VeeR :0<e <e(r)<ey <oo.

(6)

Ve eR :0< p_ < plx) < py < oo
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Premiére partie

Introduction

La méthode généralement utilisée pour étudier les structures cristallines consiste
a modéliser le cristal par une structure périodique dans les trois directions de I'es-
pace. En 1928, F. Bloch a introduit une méthode qui a permis de déterminer le
comportement des électrons en présence d’un potentiel périodique. Cette méthode
de Bloch fut ensuite développée mathématiquement par Floquet. Cette méthode fut
largement validée expérimentalement ; elle permet en particulier de prédire la locali-
sation des gaps et le comportement d’une source située dans un cristal photonique.

L’objectif de cette partie consiste a présenter quelques propriétés du comporte-
ment, du champ électromagnétique en présence d’un cristal photonique parfait. Nous
illustrerons ces propriétés par des exemples numériques dans les parties suivantes.

Dans le chapitre 1, nous utilisons I’analogie entre ’équation de Schrédinger et
les équations de Maxwell (2). Cette formulation des équations de Maxwell résume
le probléme & I’étude du spectre d'un opérateur autoadjoint que nous appelons
opérateur de Maxwell.

Dans le chapitre 2, nous établissons quelques propriétés physiques du comporte-
ment du champ électromagnétique en présence d'un cristal photonique parfait : nous
étudions le phénoméne de 1’émission spontanée et la trajectoire du champ électro-
magnétique dans un cristal photonique parfait. Nous relions ces propriétés physiques
au spectre de 'opérateur de Maxwell.

Nous présentons les propriétés des cristaux photoniques parfaits dans le cas idéal
de matériaux non dispersifs et non absorbants (5). A. Tip a réalisé la généralisation
de cette théorie aux matériaux diélectriques, dispersifs et absorbants [27]. Dans
ce cas, la permittivité dépend de la fréquence w et est & valeur complexe, et la
perméabilité est égale a celle du vide ug; ¢ : (z,w) — e(z,w) € C et p = pp.
Cette étude a permis d’étendre la définition des gaps et de la densité d’états.

Enfin, A. Tip et al. ont réalisé une étude détaillée des gaps dans les cristaux
photoniques absorbants [28]. Le spectre réel de 'opérateur de Maxwell sans absorp-
tion se prolonge analytiquement dans le plan complexe pour devenir le spectre de
I'opérateur de Maxwell avec absorption ; les fréquences réelles associées aux solutions
propagatives se prolongent en résonances (ou fréquences complexes). L’ensemble de
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ces résonances forment des “bandes complexes” séparées par des “gaps”.

A. Tip et al. ont également répondu a la question fondamentale de 1’émission
spontanée en présence d’un cristal photonique absorbant : les cristaux photoniques
absorbants ne peuvent inhiber I’émission spontanée. Bien que confirmant notre intui-
tion, ce résultat peut sembler surprenant si nous considérons que les cristaux photo-
niques absorbants présentent néanmoins des “gaps”. L’'interprétation physique de ce
résultat est la suivante. Dans un cristal photonique non-absorbant, c’est I'existence
de solutions propagatives qui permet a ’émission spontanée d’avoir lieu (1’énergie
du photon émis peut ainsi étre transférée a U'infini ou a une grande distance), tan-
dis que la présence de gaps permet d’inhiber I’émission spontanée. Dans un cristal
photonique absorbant, il est de plus possible de transférer de I’énergie a la matiére
environnante, et I'interprétation précédente est mise en défaut: la présence de gaps
ne permet plus d’inhiber I’émission spontanée.

Néanmoins, ’étude théorique et numérique des cristaux photoniques absorbants
est justifiée par le souci de décrire fidélement les propriétés des cristaux photoniques
réels qui, rigoureusement, sont toujours absorbants.
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Chapitre 1

Le spectre de 'opérateur de Maxwell

Dans ce chapitre, nous nous inspirons de la méthode introduite par F. Bloch
pour étudier les structures périodiques.

Nous commencons par définir le cristal photonique parfait. Nous précisons ensuite
I’ensemble dans lequel nous cherchons les solutions des équations de Maxwell. Nous
pourrons alors définir 'opérateur de Maxwell et donner la solution des équations de
Maxwell ; I’évolution de cette solution est entiérement déterminée par I'opérateur de
Maxwell.

La suite de ce chapitre est donc consacrée a I’étude de 'opérateur de Maxwell.
Cet opérateur est autoadjoint ; la connaissance de son spectre permet de décrire ses
propriétés et, par conséquent, les propriétés des solutions des équations de Maxwell.
L’opérateur de Maxwell possede la périodicité du cristal. Il admet alors une décom-
position de Floquet-Bloch et I’étude de son spectre se trouve donc simplifiée. Nous
énoncerons le théoréme de Bloch qui résume les conséquences physiques de cette
décomposition. Enfin, nous présenterons la décomposition de Floquet de 'opérateur
de Maxwell et ses conséquences.

1.1 Description du cristal photonique parfait

Le cristal parfait est une structure périodique dans les trois directions de I’espace.
Soient dy, ds et d3 trois translations élémentaires non coplanaires du cristal. La maille
élémentaire du cristal est le parallélépipéde V' engendré par les trois translations
élémentaires dy,ds et ds:

V= {fl? = fl?ldl + .ZUQdQ + $3d3 € R3 |371,.ZE2,.ZE3 € [0, 1]} (11)

Le volume |V| de la maille élémentaire est |V| = (d; X dg) - d3 # 0. Le réseau de
Bravais I' associé au cristal est 'ensemble des points de R? de coordonnées entiéres

dans la base (dy, ds, d3).
I'= {’7:’71d1+’72d2+’73d3 € RB |’}/1,’72,’73 - Z} (12)

Nous avons représenté sur la figure 1.1 un exemple de réseau bidimensionnel. La base
réciproque (dj, d5, d3) est définie telle que d; - df = 27wd;; pour tout 4,5 € {1,2,3}:

&= )|V do x dy, d5=2n)|V])ds x dy, df=2n/|V])dy x do. (1.3)
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Fi1G. 1.1: Ezemple de réseau bidimensionnel : le réseau hexagonal. Nous avons repré-
senté les deux translations élémentaires dy et ds, la maille élémentaire V' du cristal
(surface hachurée) et les deux vecteurs dy et dj de la base réciproque.

Dans cette premiére partie, le cristal photonique est un cristal parfait ; la permittivité
¢ et la perméabilité p qui caractérisent les propriétés de la matiére sont des fonctions
[-périodiques.

VieR VyeT:e(z+v)=c(z) et plx+7)=pu(z). (1.4)

1.2 Les solutions des équations de Maxwell d’éner-
gie finie

Nous avons introduit les équations de Maxwell au sens des distributions dans le
chapitre préliminaire. L’ensemble des distributions comprend des fonctions E et H
qui ne sont pas acceptables physiquement. Nous donc imposons des conditions aux
fonctions E et H: nous considérons des champs électromagnétiques d’énergie finie.

Soit F' le vecteur comprenant les deux fonctions E et H représentant les champs
électrique et magnétique.

F=(E, H). (1.5)

L’expression de 'énergie totale £,(t) du champ électromagnétique représenté par
F=(E,H) est

E.(t) = % g |E(t,2)|* e(z)dx + % g |H(t, z) | p(z)d. (1.6)

Soit H I'espace de Hilbert des couples de fonction F' représentant des champs élec-
tromagnétiques d’énergie finie: F' € H <= £,.(t) < co. Nous choisissons # afin que
le carré de la norme d’un élément F' coincide avec I'énergie totale &, (t).

H=H.0H, avec H,=L*R vdx;C) Vv=ce,pu. (1.7)
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L’ensemble H, = L*(R®, vdx; C?) est 'espace des fonctions de carré sommable de
R? dans C?. Soit (-, ), le produit scalaire dans H,,.

VG,G' € (R, vds; C) : (G,G", = | G(z)-G'(2) v(x)dz, (1.8)

R3

ou G(z) est le complexe conjugué de G(z). D’aprés ’hypothése (6), les fonctions e
et u sont strictement positives; cette hypothése assure que les ensembles H, et H,
sont des espaces de Hilbert. Soit (-, -),, le produit scalaire dans H. D’apres (1.7),

VF=(E,H),F'=(E' H)eM: (FF), =(E,E). +(H H),. (1.9)

Nous avons introduit les poids ¢ et x4 dans le produit scalaire (1.9) afin que le carré
de la norme d’un élément F' € H coincide avec I’énergie du champ électromagnétique
qu’il représente.

VEEH : ||F|, = (FF) =28,(t). (1.10)

D’apreés (6), la norme || - ||;, induite par le produit scalaire (1.9) est équivalente a la
norme sans poids. Cette propriété inciterait & supprimer les poids dans le produit
scalaire (1.9). Cependant, nous conservons ces poids puisque leur présence va s’avérer
indispensable dans 1’étude des équations de Maxwell.

En résumé, nous cherchons des solutions des équations de Maxwell d’énergie fi-
nie : ’ensemble des champs électromagnétiques d’énergie finie est I’espace de Hilbert

M (1.7).

1.3 Définition de 'opérateur de Maxwell

Dans cette section, nous exprimons les équations de Maxwell de la méme fagon
que I’équation de Schrédinger. Nous définirons alors 'opérateur de Maxwell qui joue
le méme role dans les équations de Maxwell que 'hamiltonien dans I’équation de
Schrodinger.

Les équations de Maxwell (2) dans I'ensemble des couples de fonctions d’énergie
finie s’écrivent

OF
Zﬁ =MF avec FeH et DF =0, (1.11)
ou
0 ie "1V x Ve 0
M=| et D= . (1.12)
—ip~ VX 0 0 V-u

Les opérateurs divergence V- et rotationel Vx opérent au sens des distributions
dans I’équation (1.11). D’aprés ’hypotheése (6), les fonctions et p sont inversibles ;
I'expression (1.12) de 'opérateur M ne pose pas de problémes.
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Nous qualifions de “transverse” tout couple de fonctions F' = (E, H) vérifiant
DF =0<= V- -cE =0et V-puH=0. Soit H* le sous espace de H ne contenant
que les couples de fonctions “transverses’.

H+ = {F € H|DF =0}. (1.13)

Cet espace H' est un sous espace fermé de ’espace de Hilbert #. L’espace H*
muni du produit scalaire (1.9) est donc lui-méme un espace de Hilbert. L’identité
V-V x = 0 est vraie au sens des distributions. Nous en déduisons que les opérateurs
D et M vérifient DM = 0. L’image de 'opérateur M est donc contenue dans I'espace
H+. Nous pouvons alors faire agir 'opérateur M dans I'espace de Hilbert H* et
I'équation de Maxwell (1.11) se réduit a I’équation d’évolution

oF
is- =MF avec Fe HE. (1.14)

Enfin, 'opérateur M est non borné. Nous devons préciser son domaine D(M) =
{F € HY|MF € H'}. D’apreés la définition (1.12) de M,

DM) ={F=(E,H e | Vx E,VxHe LR, dz;C")}. (1.15)

Nous pouvons maintenant définir 'opérateur de Maxwell et montrer que cet opéra-
teur est autoadjoint dans #H= .

Définition 1.1 Nous appelons opérateur de Mazwell ['opérateur M d’expression
(1.12) agissant dans lespace de Hilbert HY (1.18) et de domaine D(M) (1.15).

Propriété 1.1 L’opérateur M de domaine D(M) est autoadjoint dans H* .
M =M dans H'. (1.16)

Preuve de la propriété 1.1 Nous procédons en deux étapes; nous commencons
par montrer que M est symétrique (M C M*) puis nous montrons que le domaine de
son adjoint M* est inclus dans le domaine de M (D(M*) C D(M)). Ces deux relations
impliquent que 'opérateur M est autoadjoint : Ml = M*.

Premiére étape L’opérateur M est symétrique ; pour tout F', F' € D(M) : (F,MF'),, =
(MF,F'),,. Soient F = (E,H) et F' = (E',H') € D(M). D’apres la définition (1.9) du
produit scalaire dans H et l’expression (1.12) de M|

(FMF'), =(B,ie"'V x H')_+ (H,~ip"'V x B')

= [ E(z)-(V x H)(z) dz +/ H(z) - (—iV x E")(z) dz.
R3 R3

D’aprés la définition (1.15) de D(M), E, H, V x E' et V x H' sont des éléments de
L?(R®,dx; C?). Alors, nous pouvons leur appliquer une transformation de Fourier. Soit
G la transformée de Fourier de G pour tout élément G € L2(R3,dx; C3). Alors, d’aprés
I'unitarité de la transformation de Fourier dans L?(R?,dx; C?),

=~

~1

(F,MF'),, = /]1123%. (—k) x H (k) dk+/}st (k) - (+k) x B (k) dk

:/ (+k) x E(k)-fl’(k)dk+/ (—k) x H(k) - E'(k) dk.
R3 R3
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D’aprés la définition (1.15) de D(M), E', H', V x E et V x H sont également des éléments
de L*(R3,dx; C?). Alors, d’aprés 'unitarité de la transformation de Fourier inverse dans
L*(R?, dx; C?),

(FMF), = /R v % B)@) - B (2) da + /R VX @ - Ez)dz
= (— i 'V x B, H), +(ic 'V x H,E'), = (MF,F'), .

D’aprés cette derniére égalité, I'opérateur M est symétrique : M C M*.

Seconde étape  Le domaine de M* est inclus dans le domaine de M. Soit F =
(E,H) € D(M*). D’aprés la définition de I’adjoint, il existe F' = (E',H') € H* tel
que <F,MF”>H = <F’,F”>H pour tout F' € D(M). En particulier, nous pouvons écrire
cette égalité pour tout F" infiniment dérivable et a support compact de 7+ ; pour tout
' = (B, ") € (G (B, C*) & Oge (B C%) N A,

s —1 " _ 4 -1 n i ! n ! 1
(E,ie™'V x H") +(H,-ip~'V x E") =(E',E")_ +(H H") .
Cette derniére relation implique les égalités ic 'V x E = H' et —ipu 'V x H = E’ au

sens des distributions. Alors, de méme que H' et E', V x E et V x H sont des éléments
de L*(R?,dz; C?): d’aprés la définition (1.15) de D(M), F € D(M) = D(M*) C D(M).

Conclusion Nous avons montré dans cette section que les équations de Maxwell
dans ’ensemble des champs électromagnétiques d’énergie finie se résument a I’équa-
tion d’évolution (1.14) dans I'espace de Hilbert H. Cette équation d’évolution fait
intervenir l'opérateur (autoadjoint) de Maxwell.

1.4 Solution des équations de Maxwell

Pour résoudre 'équation d’évolution (1.14), nous utilisons le théoréme VIIL.7
de [29, section VIII.4|. L’opérateur de Maxwell étant autoadjoint (propriété 1.1),
I'équation d’évolution (1.14) a pour solution

VteR: F(t) = exp(—iMt)F(0) avec F(0) € D(M). (1.17)

L’opérateur exp(—iMt) est unitaire pour tout ¢ € R [29, section VIIL.4|. La pre-
miére conséquence est ’existence et 'unicité de la solution au probléme de Cauchy
constitué des équations de Maxwell et de la condition initiale F'(0) € D(M). La
deuxiéme conséquence est la conservation de l'énergie électromagnétique (1.6) au
cours du temps. Pour tout ¢ € R:

28, (1) = | F@) |5, = || exp(—=iMt)F(0) |5, = || F(0) |5, = 26.(0).  (1.18)

La généralisation de cette solution de I’équation d’évolution a des matériaux disper-
sifs et absorbants est réalisée dans |27].

A ce stade, Dattitude consiste & étudier 'opérateur de Maxwell qui, d’aprés
(1.17), détermine les solutions F'(t) des équations de Maxwell (1.14).

L’opérateur de Maxwell est autoadjoint ; la connaissance de son spectre permet de
décrire ses propriétés et, par conséquent, les propriétés des solutions (1.17). En effet,
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supposons que la fréquence w soit une valeur propre de M et que F,, soit le vecteur
propre associé: MF,, = wF,,. Alors, d’aprés (1.17), le vecteur F,(t) = exp(—iwt)F,
est une solution harmonique des équations de Maxwell. Nous comprenons alors que
les fréquences du spectre de I'opérateur de Maxwell sont aussi les fréquences dites
“permises” dans le cristal photonique.

Les sections suivantes de ce chapitre sont donc consacrées a 1’étude du spectre
de I'opérateur de Maxwell.

1.5 Le spectre de 'opérateur de Maxwell

Soit (M) le spectre de I'opérateur M.
o(M)={w € C|(wI—M) n’est pas une bijection de D(M) dans H}, (1.19)

ot I est I'identité dans H*. L’opérateur de Maxwell étant autoadjoint, son spectre
(M) est inclus dans R:

M=M= oM) CR (1.20)

Les fréquences w admises (les éléments de o(M)) sont réelles; le champ électroma-
gnétique n’est pas atténué au cours du temps. Cette propriété est directement reliée
a la conservation de I'énergie au cours du temps (1.18). Ces résultats ne sont pas
surprenants puisque nous ne considérons que des matériaux sans absorption. Dans
le cas de matériaux avec absorption [28|, les fréquences admises sont complexes et
le champ électromagnétique est atténué au cours du temps: 'énergie électromagné-
tique est absorbée par la matiére.

La suite de cette section est consacrée a I’étude de 'opérateur M?2. D’aprés
I'expression (1.12) de M|

e IV x u'Vx 0 ] B {ME 0 ]

2
M= 0 plIV x e 1V x 0 My

(1.21)
C’est lopérateur M? qui est généralement étudié dans I’étude des cristaux photo-
niques. En effet, 'étude du spectre de I'opérateur M? se réduit a I’étude du spectre
de sa restriction aux champs électriques My ou de sa restriction aux champs ma-
gnétiques My : ces deux restrictions agissent dans des espaces deux fois plus petits
(H. ou H,) que I'opérateur M. La suite de cette section consiste donc & exprimer le
spectre de M a partir du spectre de My ou de My. L’opérateur M? est autoadjoint
et positif dans H*:

M? = (M?)* et <F,M2F>H >0 VF € domaine de M?, (1.22)

Nous pouvons montrer ces propriétés de M? en utilisant les résultats établis dans [29,
section VIII.6] appliqués a la forme quadratique

g : VF,F' € D(M) — q(F, F') = (MF,MF"), .
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La propriété (1.22) de M? implique que les éléments w? de son spectre o(M?) sont
des réels positifs.

(1.22) = o(M?) C [0, +oc. (1.23)

I est montré dans [30| que le spectre de M est symétrique: (M) = —o(M). Si une
fréquence w est dans le spectre de M alors la fréquence —w est aussi dans le spectre
de M. Alors, d’aprés la relation entre M? et M, si w? est dans le spectre de M2, les
fréquences w et —w sont dans le spectre de M.

oM) ={+w|w eaoM?)} (1.24)

D’aprés (1.21), Popérateur M? est constitué des deux opérateurs découplés My et
M. Alors, le spectre de lopérateur M? est I'union des spectres de M, et My:
o(M?) = o(Mg) U o(My). II est montré dans [30] que les opérateurs My et My sont
unitairement équivalents. Ces deux opérateurs ont donc le méme spectre: o(My) =
o(My). Alors, les trois opérateurs M2, My, et My, ont le méme spectre et I'expression
(1.24) du spectre de M devient

oM) ={tw|w €o(Mp)} ={Fw]|w’co(M)}. (1.25)

L’équivalence entre les deux opérateurs My et My n’est pas étonnante. En effet,
d’apreés les équations de Mawxell (2), la fonction E représentant le champ électrique
s’exprime linéairement & partir de la fonction H représentant le champ magnétique
et réciproquement.

Conclusion D’aprés (1.25), le spectre de I'opérateur de Maxwell M s’exprime a
partir du spectre de I'opérateur My ou du spectre de 'opérateur My. Le probléme
se résume donc a I’étude du spectre des opérateurs autoadjoints et positifs My et
My. En général, la perméabilité p est égale a la perméabilité du vide pg. Cest
pourquoi c¢’est souvent l'opérateur My qui est choisi puisque, si p = pg, le produit
scalaire (-,-), (1.8) de H, devient le produit scalaire usuel. Le probléme est donc
généralement réduit a I’étude du spectre de 'opérateur

My =pu'V x e7'V x (1.26)
autoadjoint et positif dans I'espace de Hilbert
Hy, ={HeM,|V-puH=0} (1.27)

L’étude du spectre de I'opérateur My repose sur la périodicité du cristal. Les
fonctions ¢ et p étant I'-périodiques, 'opérateur My est lui-méme I'-périodique;
I'opérateur My admet une décomposition dite de “Floquet-Bloch” et 1’étude de son
spectre se trouve alors simplifiée. Les conséquences physiques de cette décomposition
furent découvertes par F. Bloch et le fondement mathématique fut introduit par
Floquet.

Les deux derniéres sections de ce chapitre 1 sont donc consacrées au théoréeme
de Bloch puis a la décomposition de Floquet.
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1.6 Le théoréme de Bloch: les conséquences phy-
siques des symeétries

Le théoréme de Bloch est la conséquence physique de la ['-périodicité (1.4) du
cristal. Le cristal I'-périodique est invariant si on lui applique toute translation d’un
vecteur v du réseau I': ces translations sont des symétries. L’étude des conséquences
des symétries nécessite en toute rigueur I’'emploi de la théorie des groupes [31, section
XIIL.16] (dans notre cas, il est nécessaire de considérer le groupe des translations
discrétes d’'un vecteur 7y € T' qui laissent le cristal parfait invariant). Nous nous
contentons de reproduire dans cette section 1.6 la justification usuelle (en physique)
des conséquences des symétries. Une présentation générale des conséquences phy-
siques des symétries est réalisée dans le livre de J. Joannopoulos et al. [14, chapitre
3]

Le théoréme de Bloch établit que la I'-périodicité du cristal impose une forme
particuliére aux vecteurs propres de l'opérateur My : ces vecteurs propres sont des
fonctions de Bloch. Ensuite, nous discuterons des conséquences du théoréme de
Bloch ; nous pensons que ces conséquences du théoréme de Bloch permettent d’in-
troduire la décomposition de Floquet que nous aborderons dans la section suivante.

Justification du théoréme de Bloch Le cristal étant I'-périodique, il est in-
variant si nous lui appliquons une translation d’'un vecteur 7y du réseau I'. Soit
{T, |7 € '} I'ensemble des opérateurs associés a ces translations agissant dans ’Ht

VHeH, : (T,H)(z)=H(x+7) VzeR Vyel. (1.28)

L’étude de ces translations T, permet de préciser la forme générale des vecteurs
propres de 'opérateur My. En effet, 'opérateur My étant I'-périodique, il “commute”
avec I’ensemble des translations {T,|vy € I'}: T,My; = MyT, pour tout v € T.
Les vecteurs propres de l'opérateur My sont donc aussi des vecteurs propres de
I'ensemble des translations {T, |y € T'}. L’intérét de cette démarche est que les
vecteurs propres des opérateurs associés aux symétries sont simples a déterminer.
Les vecteurs propres communs a l'ensemble des translations {T, |y € I'} sont des
fonctions de Bloch que nous définissons ci-apres.

Définition des fonctions de Bloch Nous considérons des fonctions de Bloch lo-
calement de carré sommable : ces fonctions localement de carré sommable décrivent
des champs d’énergie localement finie. Soit V* la maille élémentaire du réseau réci-
proque engendrée par les trois vecteurs dj, d5 et dj de la base réciproque (1.3).

V* = {k = kd} + kyd} + kyds € R | ky, ko, ky € [-1/2,1/2]}. (1.29)

Soit Li(V, pdz; C*) Tespace de Hilbert des fonctions T-périodiques, localement de
carré sommable de R?* dans C* et muni du produit scalaire

(G,G") — /V@ -G'(x) p(z)dx . (1.30)
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Nous définissons alors pour tout & € V* I’ensemble
M, (k) =

(1.31)
{Hy: x —> exp(ik - 2)H,(z) | V- pHy =0, Hy € L2(V, pdx; C*) }.

Nous appelons fonctions de Bloch les éléments de cet ensemble (1.31). Ces fonctions
de Bloch sont les vecteurs propres communs a I’ensemble des translations {T, | v €
I'} [14, chapitre 3.

Le théoréme de Bloch Les vecteurs propres de l'opérateur I'-périodique My sont
nécessairement des éléments de 'ensemble des fonctions de Bloch {H,; (k) |k € V*}.

Nous remarquons immédiatement que l'intersection entre 1’ensemble des fonc-
tions de Bloch {#, (k) |k € V*} et H,; est réduit a la fonction nulle (une fonction
a la fois périodique et sommable est nécessairement nulle). Le théoréme de Bloch
implique donc que 'opérateur My ne posséde pas de vecteur propre dans ”Hj Au-
trement dit, il n’existe pas de solution harmonique d’énergie finie dans un cristal
parfait.

Néanmoins, le théoreme de Bloch nous indique la forme des “faux vecteurs pro-
pres” de 'opérateur My : nous entendons par “faux vecteur propre” un vecteur propre
de My qui n’appartient pas a ”Hj mais qui appartient a I’ensemble des fonctions
de Bloch. Ces “faux vecteurs propres” Hj, associés a de “fausses valeurs propres”
w?, définissent des “fausses solutions harmoniques” Hjexp(+iwgt) de I'équation
—0?H/ot* = MyH. On peut utiliser ces “fausses solutions harmoniques” d’éner-
gie infinie pour en construire des superpositions (ou paquets) H d’énergie finie qui
appartiennent & H,; et qui sont solutions de 'équation —0*H/dt* = M,H: nous
utiliserons cette méthode pour construire des solutions des équations de Maxwell
dans le chapitre 2. Ce raisonnement heuristique nous indique que les “fausses va-
leurs propres” sont vraisemblablement des éléments du spectre de 'opérateur My
agissant dans ’Hj

Conclusion Le théoréme de Bloch nous indique que les “faux vecteurs propres” de
Popérateur My sont des éléments de ensemble des fonctions de Bloch {#H, (k) | k €
V*}. Les “fausses valeurs propres” associés a ces “faux vecteurs propres” sont vraisem-
blablement des éléments du spectre de 'opérateur My, agissant dans ”Hj L’objectif
de la section suivante consiste a préciser les conséquences des symétries sur le spectre
de I'opérateur de Maxwell.

1.7 La théorie de Floquet : décomposition de I'opé-
rateur de Maxwell

L’opérateur My étant ['-périodique, il admet une décomposition de Floquet ou

décomposition intégrale [31, section XIII.16]. La conséquence principale de cette
décomposition est que le spectre de l'opérateur M agissant dans ”H,f est 1'union
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des spectres des opérateurs My, agissant dans les espaces ”Hj(k), k € V*; ce résul-
tat permet de décomposer le probléme principal en une famille de problémes plus
simples.

Une étude générale de la décomposition intégrale des opérateurs autoadjoints (en
particulier I’équation de Schrodinger avec potentiel périodique) est réalisée dans |31,
section XIII.16]. Une étude détaillée de la décomposition de I'opérateur de Maxwell
bidimensionnel est réalisée dans [32, 30]: ces derniéres publications font souvent
référence a l'ouvrage de P. Kuchment sur la théorie de Floquet [33] pour plus de
détails.

Dans cette section, nous commencons par introduire la transformation de Flo-
quet-Bloch qui permet de représenter de facon unique tout élément de H comme
la superposition (ou paquet) de fonctions de Bloch ou éléments de ’Hj(k), ke V*
Cette transformation permet donc de construire une vraie solution (d’énergie finie)
a partir des “faux vecteurs propres” (d’énergie infinie). Ensuite, nous faisons agir
I'opérateur My dans I’ensemble des espaces ’Hi(k), k € V*: ainsi, nous obtenons les
“fausses valeurs propres” de 'opérateur My. Finalement, c’est un résultat issu de la
théorie de Floquet qui nous assure que ’ensemble de ces “fausses valeurs propres”
constitue le spectre de 'opérateur My.

1.7.1 La transformation de Floquet-Bloch

Soit C§°(R?, C*) I'ensemble des fonctions infiniment dérivables et a support com-
pact de R dans C?. Nous pouvons définir la transformation de Floquet-Bloch ¢/ pour
toute fonction G' € Cg°(R?, C*) N H,;.

Vo e R VE €V : UG)(x, k) = VI Gz +7) exp(—ik - 7). (1.32)

yel

Pour tout k fixé € V*, la fonction (UG)(-, k) définie par (1.32) est un élément de
I’ensemble ’Hi(k) Plus précisément,

UG € L*(V*, dk; H,, (k). (1.33)

La transformation de Floquet-Bloch, que nous avons définie par (1.32) sur I’ensemble
Ce(R*,C*) N'H,, dense dans H,,, s'étend en une unique isométrie de #, dans
L*(V*, dk; H,; (k)) [33]. Nous pouvons donner Iexpression de la transformation de
Floquet-Bloch inverse 2~ pour toute fonction G € Cg°(R*, C*) N H,.

VzeR: U UG (x) = |V|1/2/(27r)3/ (UG)(z, k) dE. (1.34)
Conclusion La transformation de Floquet-Bloch inverse U~! permet de repré-
senter de facon unique toute fonction de carré sommable sur R® par un paquet de
fonctions de Bloch localement de carré sommable. La transformation de Floquet-
Bloch est I'analogue de la transformation de Fourier qui permet de représenter de
facon unique toute fonction de carré sommable par un paquet d’ondes planes.
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1.7.2 Les conséquences de la décomposition de Floquet

Nous admettons les résultats que nous énoncons dans cette section 1.7.2. Les
démonstrations de ces résultats dans des cas analogues sont données dans [32, 30]
et dans 31, section XIII.16].

L’opérateur My, étant [-périodique, il peut agir dans un espace ’Hj(k) ; pour tout
k € V* nous notons My (k) 'opérateur dont I’expression est donnée par (1.26) et qui
agit dans ’Hj(k) De méme que opérateur My dans ’Hﬁ, chaque opérateur My (k)
est autoadjoint et positif dans #,; (k). L’étude de I'opérateur My conduit a I’étude
de la famille d’opérateurs {My(k) |k € V*}: c’est la décomposition de Floquet de
Popérateur My. Cette décomposition de 'opérateur périodique My est une consé-
quence de la transformation de Floquet-Bloch /. En effet, c’est la transformation
de Floquet-Bloch U qui permet de décomposer ’espace ’Hj en une famille d’espaces
{’Hlf(k) |k e V*}.

La conséquence fondamentale de la décomposition de Floquet-Bloch de I'opéra-
teur My est que son spectre est la réunion des spectres des My(k) [32, 30]:

o(My) = | o(Mu(k)). (1.35)

keV*

Les opérateurs My (k) agissent sur des fonctions du domaine borné V' avec des condi-
tions de Bloch a la frontiére de V' (rigoureusement, ces opérateurs sont a résolvante
compacte). Alors, chacun des spectres o(My(k)) est constitué de valeurs propres
réelles et positives (figure 1.2). Soit, pour tout k € V*, {w; , |n € N} I'ensemble des
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la maille élémentaire du réseau réciproque V*

F1G. 1.2: Décomposition de l'opérateur My. Nous avons représenté schématiquement
les trois premieres bandes du spectre de My, et les trois premiéres valeurs propres du
spectre de My(k') et My(k").
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valeurs propres de I'opérateur My (k) classées par ordre croissant. Alors, d’aprés la
relation (1.35), le spectre de I'opérateur My, est

o(My) = {w;, |k € V*, neN} (1.36)

Le spectre de My est un ensemble de bandes continues séparées par des gaps (figure
1.2). La n'*™¢ bande est constituée de I’ensemble des n'®™* valeurs propres de chaque
opérateur My(k): la ni*™¢ bande est donc le volume décrit par w,(k) lorsque le
vecteur k parcourt la maille élémentaire du réseau réciproque V*. D’aprés (1.25),
nous pouvons exprimer le spectre de 'opérateur de Maxwell a partir du spectre de
My (1.36) :

o(M) = {fwi, |k € V*, n e N} (1.37)

Enfin, nous définissons la relation de dispersion qui permet d’exprimer la fréquence
w a partir du vecteur k£ dans chaque bande.

VneN:wy(k) =/wi, YkeV~ (1.38)

Dans la suite, nous ne ferons plus apparaitre I'indice de bande n dans la relation de
dispersion afin d’alléger les notations: nous notons la relation de dispersion (1.38)
w(k).

1.7.3 Conclusion

La théorie de Floquet permet de réduire le probléme principal, la recherche du
spectre de 'opérateur I'-périodique My, en une famille de problémes élémentaires
indexée par le paramétre &k (le paramétre k décrit la maille élémentaire du réseau
réciproque V*). Chaque probléme élémentaire consiste & déterminer le spectre de
lopérateur My (k). Le résultat fondamental (1.35) de cette section est que le spectre
de l'opérateur My est la réunion des spectres des opérateurs My (k). Le spectre de
chacun des opérateurs My (k) est constitué de valeurs propres. La recherche de ces
valeurs propres s’avére plus simple que la recherche directe du spectre de 'opérateur
My. En particulier, les méthodes numériques sont bien adaptées a la recherche de
valeurs propres.

1.8 Conclusion

Nous avons donné 'expression générale (1.17) de la solution des équations de
Maxwell d’énergie finie. Cette expression fait intervenir 'opérateur de Maxwell M
que nous avons défini dans la section 1.3. L’opérateur de Maxwell étant autoadjoint,
la connaissance de son spectre permet de décrire ses propriétés et, par conséquent,
les propriétés des solutions des équations de Maxwell. La I'-périodicité du cristal
simplifie la recherche du spectre de 'opérateur de Maxwell. Le théoréme de Bloch
et la théorie de Floquet permettent de décomposer 'opérateur de Maxwell : la re-
cherche du spectre de 'opérateur M se rameéne a la recherche des valeurs propres de
’ensemble des opérateurs {My (k) |k € V*}.
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A ce stade, I'étude des propriétés des solutions des équations de Maxwell se ré-

sume donc a la recherche des valeurs propres de 'ensemble des opérateurs {My(k) | k
€ V*}

[’approche mathématique a permis de montrer I'existence de gaps dans le spectre
de l'opérateur de Maxwell pour des cristaux photoniques bidimensionnels particu-
liers : ces cristaux photoniques sont constitués de colonnes d’air carrées situées sur un
réseau carré dans un milieu homogéne possédant un fort indice diélectrique 34, 32.
Cette étude donne également une expression analytique de la localisation de ces
gaps. Mis a part ce cas particulier, I'approche numérique est nécessaire pour dé-
terminer le spectre de 'opérateur de Maxwell pour des cristaux photoniques bi et
tridimensionnels.

La méthode numeérique la plus répandue est la méthode des ondes planes [24, 14].
Cette méthode consiste a exprimer chaque opérateur My (k) dans la base de Fou-
rier (ou base des ondes planes) puis & déterminer les valeurs propres de I'opérateur
tronqué. La méthode des ondes planes est souple mais peu performante. Nous enten-
dons par souple le fait que la méthode des ondes planes permet de résoudre toutes
les géométries périodiques. En contrepartie, la méthode des ondes planes converge
lentement [25] vers la solution exacte et, par conséquent, nécessite des moyens de
calcul importants.

C’est pourquoi A. Moroz a adapté la méthode de Korringa-Kohn-Rostocker |35,
36] (ou méthode KKR) aux équations de Maxwell [37] (cette méthode est aussi
appelée méthode de Rayleigh [38]). La méthode KKR consiste a faire interagir un
ensemble de diffuseurs placés dans un milieu homogéne (dans le cas d’un cristal
photonique, tous les diffuseurs sont identiques et situés sur un site du réseau T').
La méthode KKR. utilise la matrice de diffraction du diffuseur développée sur la
base des harmoniques sphériques. Ainsi, pour que la méthode soit valide, chaque
diffuseur doit étre inscrit dans une sphére disjointe des sphéres entourant les autres
diffuseurs [37]. Ainsi, A. Moroz a déterminé avec précision les gaps pour des cristaux
photoniques constitués de sphéres diélectriques [10] et métalliques [39].

Nous déterminerons le spectre de 'opérateur de Maxwell dans des cas particu-
liers dans les deuxiéme et troisiéme parties.

Dans le chapitre 2, nous supposons que nous connaissons le spectre de 'opérateur
de Maxwell. L’objectif du chapitre 2 consiste a relier le spectre de 'opérateur de
Maxwell au comportement du champ électromagnétique en présence d’un cristal
photonique parfait.
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Chapitre 2

Comportement du champ
électromagnétique dans un cristal
parfait

Dans ce chapitre, nous établissons quelques propriétés physiques du compor-
tement du champ électromagnétique en présence d’un cristal photonique parfait.
Nous examinons en particulier deux propriétés qui sont susceptibles de mener a des
applications: nous étudions le phénoméne de 1’émission spontanée et la trajectoire
du champ électromagnétique dans un cristal parfait. Nous relions ces propriétés au
spectre de 'opérateur de Maxwell que nous avons étudié au chapitre 1.

Les cristaux photoniques ont été introduits parce qu’ils permettraient de contro-
ler ’émission spontanée [3, 2|. Nous examinerons donc le phénomeéne de 1’émission
spontanée dans un cristal photonique parfait. Nous montrerons que 1’émission spon-
tanée d’un photon d’énergie fuw est théoriquement inhibée si la fréquence w appar-
tient a un gap présent dans le spectre de 'opérateur de Maxwell. Nous examinerons
plus précisément le taux différentiel d’émission spontanée dans un certain angle so-
lide. Nous pourrons alors étudier la possibilité de canaliser I’émission spontanée dans
un angle solide.

Enfin, nous étudierons la trajectoire du champ électromagnétique dans un cristal
photonique parfait. Nous établirons dans un cadre restreint des analogies entre un
cristal photonique et un milieu homogene ot la trajectoire du champ électromagné-
tique est déterminée par la vitesse de groupe. Cette étude de la trajectoire du champ
électromagnétique nécessitera de construire des solutions des équations de Maxwell
d’énergie finie. Nous construirons en particulier des solutions dont les propriétés sont
proches de celles de fonctions harmoniques. Nous verrons alors que la trajectoire du
champ électromagnétique peut étre décrite trés simplement.
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2.1 Le controle de I’émission spontanée

Dans cette section nous présentons le phénoméne de I’émission spontanée. Ce
phénomeéne est purement quantique : sa description nécessite une modélisation quan-
tique de la matiére et du champ électromagnétique. La quantification du champ
électromagnétique dans un milieu non homogéne et son application a ’émission
spontanée en présence d'un cristal photonique sont présentées dans [40].

Nous nous efforcons de décrire un systéme quantique permettant d’estimer qua-
litativement le taux différentiel d’émission spontanée dans un certain angle solide.
Nous adapterons au mieux les résultats rigoureux établis par A. Tip dans [40] pour
obtenir un modéle qui nous permettra d’utiliser directement les résultats établis
par C. Cohen-Tannoudji et al. dans |41, chapitre XIII|: ces résultats permettent
d’estimer I’évolution d’un systéme quantique constitué d’'un continuum d’états en
interaction avec d’un couple d’états discrets.

Nous définirons & partir du spectre de 'opérateur de Maxwell la densité d’état
qui caractérise le champ électromagnétique quantifié en présence du cristal parfait.
Nous pourrons alors énoncer la régle d’or de Fermi et I'estimation de Weisskopf
et Wigner qui permettent d’exprimer le taux différentiel d’émission spontanée a
partir de la densité d’état |41, chapitre XIII|. Ces estimations nous permettront de
montrer comment un cristal photonique peut théoriquement permettre d’inhiber ou
de canaliser dans un angle solide étroit I’émission spontanée.

2.1.1 Le modéle quantique

Un atome dans un état excité est susceptible de se désexciter spontanément en
émettant un photon spontané. Durant ce processus, le systéme atome-champ élec-
tromagnétique passe de I’état initial “atome a 1’état excité dans le vide” a I’état
final “atome dans l'état fondamental et un photon”. Nous allons décrire un sys-
téme quantique constitué d’'un atome et du champ électromagnétique qui permet
de modéliser ce phénomene de I’émission spontanée et qui nous permettra d’utili-
ser les résultats établis dans [41, chapitre XIII|. Nous allons successivement décrire
I’hamiltonien de ’atome, 'hamiltonien du champ électromagnétique, I’hamiltonien
du systéme atome-champ électromagnétique découplé, ’hamiltonien d’interaction
atome-champ électromagnétique puis 1’évolution du systeéme.

L’hamiltonien de l’atome Soit H" I’hamiltonien de Patome. Si atome est
constitué d’'un noyau tres lourd situé en zy et d’un électron de charge —e et de
masse m, hamiltonien de Patome est HY = —h2A/(2m) + Vious, 0t Vigu est le
potentiel coulombien que subit 1’électron. Nous supposons que ’hamiltonien H®V
posséde deux états propres orthogonaux non dégénérés |ih5") et |w,§1)> d’énergies
E, > &

HOMY = £,[pM) et HOMY = &ui"). (2.1)
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Nous pouvons restreindre ’hamiltonien H®") au sous-espace engendré par ces deux
vecteurs propres. Soit P 1a projection sur ce sous-espace.

PO = o) (@] + 1)) (22)

L’hamiltonien du champ électromagnétique Soit H® 'hamiltonien du champ
électromagnétique. L’expression générale de cet hamiltonien quantifié est donnée
dans [40]. Cette expression fait intervenir les opérateurs de création et d’annihila-
tion qui agissent dans l'espace de Fock [40, annexe B]. Surtout, chaque composante
de I'espace de Fock est stable sous I’action de ce hamiltonien quantifié: cet hamil-
tonien peut donc étre décomposé en une somme directe. Dans notre modéle, nous
ne considérons que les états du champ électromagnétique a un seul photon. Alors,
dans notre modéle, nous ne gardons que la restriction du hamiltonien quantifié a la
composante des états a un seul photon de 'espace de Fock. D’aprés [40, annexe B],
cette restriction est

H® = hy/Mj, (2.3)

ol /My, est 1'unique opérateur autoadjoint et positif vérifiant Mgyv/MpE = My F
pour tout E € D(Mg) (théoréeme VIIL.32 de [29, section VIIL.9|). L’ensemble des
“faux vecteurs propres” de I'opérateur My, est interprété comme un continuum d’états
propres du hamiltonien H®. Soient |’gb£,2)a> les états propres du hamiltonien H?)
d’énergie hw, w > 0:

H 42 = hw|y)) Yw,a. (2.4)

Le nombre o détermine les dégénérescences de 'énergie hw. Les états propres |1/)£,2)a>
sont orthogonaux (puisque /My est autoadjoint) mais ils ne sont pas d’énergie finie
(ce sont des “faux vecteurs propres”); ils vérifient la relation d’orthogonalité
@ w2y =6 o0 v o 2.5
<ww’,a’|¢w,a>_ (w_w) (Oz—Oz) W, &, W, a, ( : )
ol & est la “fonction” de Dirac. Alors, hamiltonien H? se développe comme une
série de projections sur ses états propres

HE =3 / Reo 2 (2 oo, (2.6)

ou la somme sur les dégénérescences « est éventuellement continue (la somme devient
alors une intégrale). Soit P® la projection sur image du hamiltonien H® : H? =
POHAPA) Cette projection P® est aussi I'identité dans I’espace engendré par les
fonctions propres du hamiltonien H®. D’apres (2.6),

PO =3 / )| do. 2.7)
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L’hamiltonien du systéme atome-champ électromagnétique découplé Du-
rant le processus de 1’émission spontanée, le systéme atome-champ électromagné-
tique passe de I’état initial |1),) = |@/},(11)) ® |1/)1(j()ie> “atome a l'état excité dans le vide”
a un état final [y, ,) = |’gb,§1)) ® |’gb£,2)a> “atome dans son état fondamental et un pho-
ton d’énergie fiw”. Soit H® = POHWPW g P? 4 P @ PAHEPA Phamiltonien
du systéme constitué de 'atome et du champ électromagnétique découplés. Alors,
les états ;) et |1h,4) sont des états propres de H®

HO ) = Elvi) et HOWy ol = Eultna) Yw,a, (2.8)

on & = &, et &, = &, + hw. Nous pouvons restreindre le hamiltonien H® & Des-
pace Hy engendré par le vecteur [1);) et P'ensemble des vecteurs |, ). Soit PO Ia
projection sur H,. D’aprés (2.7),

PO = 6l + 3 [ 1) Wl do (2.9

Nous considérons que ’hamiltonien du systéme atome-champ électromagnétique dé-
couplé est Hy, l'opérateur qui coincide avec POHO sur H, et nul sur I’orthogonal
de Hg.

H, = POHOPO), (2.10)

L’hamiltonien d’interaction Soit H; le hamiltonien d’interaction qui couple
I’atome et le champ électromagnétique. En jauge de Coulomb I’hamiltonien d’inter-
action entre 'atome et le champ électromagnétique est H; = —i(ehi/m)V - A(xg) +
e?A?(z9)/(2m), ot A(xg) est le potentiel vecteur en zy. Cette expression du ha-
miltonien d’interaction reste valable dans un milieu non homogéne en adoptant la
jauge de Coulomb généralisée [40|. Nous avons utilisé 'approximation usuelle des
“grandes longueurs d’onde”. En effet, la longueur d’onde du champ électromagné-
tique recouvre plusieurs milliers d’atomes. Alors, le champ électromagnétique est
quasiment constant sur l'étendue de 'atome: nous pouvons remplacer le potentiel
vecteur par sa valeur a la position xy du noyau. Nous supposons que H; est indé-
pendant du temps. Nous supposons de plus que H; se contente de coupler I’état
aux états ¥, q

<wz|Hz|wz> = <1/)w,a Hi|1/)w’,oc’> =0 vwa aawlaal' (211)

Cette hypothése (2.11) consiste a négliger le deuxiéme terme du hamiltonien d’inter-
action: H; ~ —i(efi/m)V - A. Enfin, nous supposons que nous pouvons restreindre
H; a Ho (autrement dit les états & zéro ou un photon); cette derniére hypothése
est une hypothése forte puisqu’elle est en contradiction avec I’expression du poten-
tiel vecteur A en seconde quantification donnée dans [40]. En effet, de méme que le
potentiel vecteur A couple I’état & zéro photon (le vide) aux états & un photon, le
potentiel vecteur A couple les états & un photon aux états a deux photons.

Enfin, la dépendance spatiale du potentiel vecteur A, donnée dans [40], est direc-
tement reliée a la dépendance spatiale des états propres du hamiltonien du champ
électromagnétique. Alors, d’aprés expression de H;, les coefficients (1;|H; |1, q) vé-
rifient la propriété suivante.
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Propriété 2.1 D’aprés lexpression du potentiel vecteur donnée dans [40], chaque
coefficient (;|H;|hy.a) est d’autant plus grand que la valeur de chaque état propre

|¢L(u2)a> en xy est grande.

L’équation de Schrédinger [L’état du systéme est décrit par la fonction d’onde
|1(t)) € Ho pour tout ¢ € R. La fonction d’onde vérifie & I'instant initial |1(0)) =
|1;) et son évolution est donnée par I’équation de Schrédinger

(1)) = (Ho + 1) [9(1). (2.12)

Conclusion Nous avons présenté un modéle qui permet de décrire I’émission spon-
tanée. Ce modéle permet d’utiliser les résultats établis dans [41, chapitre XIII|. L’ex-
pression de I'identité dans H, coincide avec I'expression (2.9) de P(Y) dans #, : cette
relation est donc la relation dite de fermeture dans H, [41, chapitre XIII].

Dans la section suivante nous définissons la densité d’états qui permettra de
préciser I'expression (2.9) de la relation de fermeture.

2.1.2 Définition de la densité d’état

Dans cette section nous définissons la densité d’état par unité de fréquence et
par unité d’angle solide.

D’aprés (2.3), les états propres du hamiltonien H®) coincident avec les fonctions
propres des opérateurs My(k), k € V*. Alors, d’aprés (1.37,1.25) un état propre du
hamiltonien H® est déterminé par le vecteur k& € V*, et 'indice de bande n € N.
Le nombre d’états étant homogeéne dans 'espace des vecteurs k, la projection (2.7)
sur les états propres de H® g’écrit précisément

P — [ S )2, | k. 219

neN

La suite de cette section consiste & réaliser un changement de variable dans 1'ex-
pression ci-dessus. La distribution homogéne des états de (2.13) deviendra alors une
distribution pondérée par une densité d’état.

Pour simplifier, nous oublions volontairement les dégénérescences de polarisa-
tion; a une énergie iiw et un vecteur k € V* correspond au plus un état du champ
électromagnétique. La fréquence w et le vecteur k étant reliés par la relation de
dispersion (1.38), un état est complétement déterminé par son énergie hw et deux
parameétres du vecteur k. Nous choisissons de caractériser un état du champ électro-
magnétique par son énergie hw et la direction du vecteur k. Le nombre « contient
la direction du vecteur k = (|k|, 0, ¢) € V*:

a=(0,8) € Q= [0,7] x [0, 27]. (2.14)
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Dans la suite de cette section, nous définissons p, la densité d’état par unité de
fréquence et par unité d’angle solide.

Nous commengons par définir pour tout n € N, w > 0, a € Q, 'ensemble
Qo ={lkl>0|k=(k|,a) € V*et w;, € a(Mg(k)) N [0,w?]}. (2.15)

Cet ensemble 2, , , détermine I’ensemble des états de la nl®Me bande, d’énergie inférieure
& hw, et qui se propagent dans la direction . Le nombre d’états contenus dans cet ensemble

2, . st proportionnel & son volume

Q] = / Ik2dad|k| = da / Ik[2d]K,
Q « Q a

n,w, n,w,

ou da = sin8dfd¢. Alors, le nombre d’états par unité d’angle solide, d’énergie inférieure a
hw, et qui se propagent dans la direction « est

N(w,a) = Z/ ed] . (2.16)
Q
Soit p(w, @) la densité d’état d’énergie hw et se propageant dans la direction « par unité

de fréquence et par unité d’angle solide. La densité d’état p(w,«) est reliée au nombre
d’états N(w,a) par

N(w,a) = /Ow (' ).

D’out 'expression de la densité d’état en fonction du nombre d’états par unité d’angle
solide

(2.17)

Conclusion Nous avons donné I'expression (2.17) de p, la densité d’état par unité
de fréquence et par unité d’angle solide. Alors, I'expression (2.13) de P® devient

Pe) — / Y 2] plw, @) dwda (2.18)

Nous pouvons maintenant préciser la relation de fermeture (2.9) utilisée dans [41,
chapitre XIII]. Soit Iy I'identité dans H,.

To = [¢){(ei] + / ) (Vo] plw; @)dor (2.19)

La densité d’état permet de rendre compte du domaine sur lequel porte I'intégrale
dans la relation de fermeture (2.19). En effet, par construction,

plw,a) #0 <= k| tel que w € a(Mg(|k], @)). (2.20)

En particulier, il est simple de vérifier que si w est une fréquence d’un gap de I'opé-
rateur de Maxwell, alors la densité d’état p(w, ) est nulle pour tout a € €2,. L'in-
tégrale qui intervient dans la relation de fermeture (2.19) porte donc sur ’ensemble
des couples (w, ) pour lesquels la densité d’état p(w, o) est non-nulle.
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2.1.3 Comportement aux temps courts : la régle d’or de Fermi

La régle d’or de Fermi est une estimation aux temps courts de la fonction d’onde
|1(t)) qui décrit le systéme. Cette estimation permet en particulier de donner le
taux de départ I3, de I’état initial |¢;). Toute transition se traduit par I'apparition
d’un photon spontané: le taux de départ peut donc s’interpréter comme un taux
d’émission spontanée. Nous avons présenté un modeéle qui permet d’utiliser directe-
ment le résultat établi dans [41, chapitre XIII|. Ce résultat repose sur une résolution
approchée de I’équation de Schrédinger (2.12) : nous commengons donc par donner
le domaine de validité de la regle d’or de Fermi.

Domaine de validité de la régle d’or de Fermi Le résultat que nous utili-
sons repose sur une estimation au premier ordre des perturbations de la fonction
d’onde |¢(t)). L’estimation est donc valable pour les temps ¢ suffisamment courts
qui vérifient

| (Voo Hil ) [t/h <1 VY, (2.21)

Le résultat repose sur une deuxiéme approximation qui suppose que le produit des
coefficients du hamiltonien d’interaction avec la densité d’état, | (1, o|H;i|v;) ‘2 X
p(w, @), soit une fonction de la fréquence w lentement variable par rapport a la
fonction w —— wt. Si la densité d’état et les coefficients du hamiltonien d’interaction
varient sensiblement a une échelle de (£, — &)/, alors le résultat que nous utilisons
n’est valable que pour les temps ¢ suffisamment longs qui vérifient

t>h/(E — &). (2.22)

La régle d’or de Fermi Soit wg, la fréqguence associée a la différence d’énergie

entre les deux états atomiques |@/},(11)) et |@Z),§1

o = (Ea — E) /1. (2.23)

Alors, la probabilité P;(t) de trouver, a I'instant ¢ vérifiant les hypothéses (2.21,2.22),
le systéme dans I'état |1);) est

P(t) = [ (wilv(®)]* =1Lyt (2.24)

ou [, est le taux d’émission spontanée défini & partir du taux différentiel d’émission
spontanée Iy, (a):

2m
np:/np(a)da avee Thp(0) = o | (i el ilth) |*plnr) V. (229

La probabilité d’avoir le systéme dans 1’état |1);) décroit linéairement avec le temps
avec une pente opposée au taux d’émission spontanée I;,. Le taux différentiel d’émis-
sion spontanée Iy, () est lui directement proportionnel a la densité d’état p(wgp, )
(régle d’or de Fermi). Ainsi, si la densité d’état p(was, @) est nulle pour tout a, le
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taux d’émission spontanée est nul et la probabilité P;(t) reste égale a 1: I'atome
reste dans 'état excité et il n’y a pas d’émission spontanée. Autrement dit, si la
fréquence wy;, est dans un gap du spectre de I'opérateur de Maxwell, la probabilité
P;(t) reste égale a 1 et I’émission spontanée est inhibée.

wap € [0, +oo[\o(M) = T}, = 0. (2.26)

Nous n’avons pas fait apparaitre la dépendance en xy du taux d’émission spontanée
I5,. Le taux d’émission spontanée I;, dépend de la position de la source z, par
I’'intermédiaire du hamiltonien d’interaction. Nous pouvons donner qualitativement
le comportement du taux d’émission spontanée en fonction de la position de la source
xo. D’aprés la propriété 2.1 vérifiée par les coefficients du hamiltonien d’interaction
et 'expression (2.25) du taux d’émission spontané, ce dernier est d’autant plus grand
que la valeur des états propres |1/)U(J22¥> en g est grande. Une estimation quantitative
de la dépendance en x, du taux d’émission spontanée est réalisée dans [40]: le tauz
global d’émission spontanée est proportionnel a la densité d’état locale.

Enfin, nous pouvons maintenant préciser la compatibilité des deux conditions
(2.21) et (2.22). D’aprés (2.25), la condition (2.21) peut se résumer a ¢ < I '
Alors, le domaine de validité de la régle d’or de Fermi peut se résumer a

wey Kt T (2.27)

Ce domaine de validité (2.27) de la régle d’or de Fermi est trop restreint pour pouvoir
décrire ’évolution du systéme pour des temps longs et, en particulier, pour pouvoir
décrire I’état final du processus. C’est la méthode de Weisskopf et Wigner qui permet
d’estimer 1’état final du systéme.

2.1.4 Comportement aux temps longs: la méthode de Weiss-
kopf et Wigner

La méthode de Weisskopf et Wigner permet de résoudre approximativement
I’équation de Schrodinger (2.12) lorsque le temps ¢ tend vers l'infini. Cette méthode
permet en particulier de décrire 1’état final du processus de I’émission spontanée. De
méme que pour la régle d’or de Fermi, nous allons directement utiliser des résultats
établis dans [41, complément Dyy]. Ces résultats sont les suivants.

Domaine de validité de la méthode de Weisskopf et Wigner De méme que
la régle d’or de Fermi, la méthode de Weisskopf et Wigner suppose que le produit des
coefficients du hamiltonien d’interaction avec la densité d’état, | (v, oHs|t;) ‘2 X
p(w, ), soit une fonction de la fréquence w lentement variable par rapport a la
fonction w — wt. Alors la méthode de Weisskopf et Wigner n’est valable que pour
les temps ¢ suffisamment longs qui vérifient la condition (2.22) : aucune limite supé-
rieure n’est imposée au temps t. Nous pouvons alors toujours trouver un domaine de
validité de cette méthode. En particulier, ’expression de 'état final entre toujours
dans le domaine de validité.
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Comportement aux temps longs de I’état du systéme La solution de I’équa-
tion de Schrodinger (2.12) lorsque le temps ¢ tend vers I'infini est approximativement

[¥(#)) = exp(=Tip t/2) exp(—iAEL/N) [¢i)

(V.o |Hilthi) exp(—i&,t/h) (2.28)
+/ h(w — wab) —AE+ Z'hI;p/Q |77/)w,a> P(w, Ot)dwda/,

avec
2e=P [ 1w ) [ [ waltili) |*ole,a)dal do,

ou le symbole P signifie que la premiére intégrale est au sens de Cauchy. Cette
solution (2.28) nous permet de donner 'expression de la probabilité P;(¢) pour les
temps longs.

PAt) = expl-T3, 1] (2.29)

Cette expression de la probabilité P;(t) coincide avec 'expression (2.24) pour les
temps courts. La probabilité de présence de 'atome excité dans 1’état W),Sl)) décroit
de facon exponentielle avec le temps si le taux d’émission spontanée I3, n’est pas
nul. La décroissance exponentielle nous indique que l'inverse du taux d’émission
spontanée FS;I peut étre interprété comme la durée de vie radiative de 1’état excité
|¢£1)>. Alors, si la fréquence wg, est dans un gap du spectre de I'opérateur de Maxwell,
la durée de vie radiative Fs;)l devient théoriquement infinie. L’inhibition de I’émission
spontanée par un cristal photonique est mise en évidence numériquement dans [42)].

2.1.5 Canalisation de I’émission spontanée dans un angle so-
lide

D’aprés l'estimation de Weisskopf et Wigner (2.28) de la fonction d’onde |1)(t)),
I’état final |¢of) du processus est

waHi i) €X _.8w h
p) = lim [ (1)) :/é’zbwj wa|:§) >_eApg(+zméi/)2 (.0} plw, ) dwdar. (2.30)

Soit € un domaine de I’ensemble des (w, &) ot la densité d’état est non nulle (figu-
re 2.1). Soit [wy,w_] un intervalle de [0, +-o00[ tel que [wy,w_] X Q, contienne €2 et
tel que la densité d’état soit nulle dans le domaine [wi,w_] X Q, \ Q (figure 2.1).

Enfin, nous supposons que I'intersection entre {wq} X Q4 et Q est non vide (figure
2.1).

plw,a) #0 V(w,a) € QC [wi,w_] X Qq,
plw,a) =0 V(w,a) € [wy,w_] x Q4 \ Q, (2.31)
{wab} X Qa N« 7£ (Z)
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w p(w, @) #0

F1G. 2.1: Représentation du domaine S et de lintervalle [wy,w_]. Le domaine
[wi,w | xQ, contient le domaine 2. La densité d’état est non nulle dans le domaine
Q. La densité d’état est nulle dans le domaine hachuré [wy,w | X Q.. L’intersection
entre {wap} X Qq et Q est non vide.

Nous avons représenté sur la figure 2.1 un exemple dans lequel le domaine 2 et
lintervalle [wy,w_] vérifient la condition (2.31). D’aprés (2.30), la distribution en
fréquence de I'état final [¢);) est essentiellement déterminée par une lorentzienne
centrée en wy, + AE/ et de largeur I}, :

| (Yo Hil03) | * /12
[w— (wap + AE/R)]2+ T2 /4

p

2
| (Gualtor) |~ = w, a. (2.32)
Si les nombres (wgy + AE/h—w_) et (wy — wap — AE/R) sont trés grands devant le

taux d’émission spontanée Ij,,
min{|we, + AE/A —wi|} > I, (2.33)

la contribution des termes hors du domaine [w,,w_] x €, devient négligeable dans
I'expression (2.30). Alors, si les hypothéses (2.31,2.33) sont vérifiées, 1'expression
(2.30) de l'état final devient

w,a H1 i) €X _'gw h
) = /Q ;LT(/:U,J wa|:§} >_GAI;( _:ihlfsi)/)Q [Vw.a) plw, a)dwda. (2.34)

Conclusion Cette derniére expression de la fonction d’onde nous indique que la
distribution angulaire de 1’état final est déterminée par le domaine € si les hypo-
théses (2.31,2.33) sont vérifiées ; il est théoriquement possible de canaliser 1’émission
spontanée dans un angle solide étroit si 'ouverture angulaire du domaine €2 est
petite.

D’aprés (2.25), si P'ouverture angulaire du domaine € est petite, alors le taux
d’émission spontanée I, sera également petit. Il en résulte que la largeur de la
distribution en fréquence (2.32), égale au taux d’émission spontanée I}, est aussi
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nécessairement trés petite ; la condition (2.33) est généralement vérifiée si ’ouverture
angulaire du domaine € est petite.

Enfin, nous pensons qu’il existe au bord des gaps des domaines €2 qui vérifient
toutes les conditions requises pour canaliser I’émission spontanée dans un angle
solide étroit.

2.1.6 Conclusion

[’atome que nous avons introduit permet de modéliser une source optique de type
solide. Nous avons montré comment un cristal photonique peut théoriquement (2.26)
inhiber I’émission spontanée. Cette propriété, mise en évidence numériquement dans
[42], pourrait permettre d’augmenter le rendement des lasers & semi-conducteurs
utilisés dans les télécommunications: en effet, dans le cas des lasers, les photons
utiles sont issus de 1’émission stimulée.

Pourtant, de telles sources optiques sont également utilisées en régime d’émission
spontanée: ce sont les diodes électroluminescentes. Les diodes électroluminescentes
émettent un rayonnement totalement désordonné dans toutes les directions de 1’es-
pace. Nous avons montré comment un cristal photonique peut théoriquement (2.34)
permettre de transformer les diodes électroluminescentes en sources optiques direc-
tives.

2.2 Trajectoire du champ électromagnétique dans
un cristal photonique parfait

Les cristaux photoniques se comportent, sous certains aspects, comme des mi-
lieux homogénes. Ces milieux homogénes équivalents possédent des propriétés in-
habituelles. Pour caractériser la nature de ces milieux homogénes équivalents, nous
étudions la trajectoire du champ électromagnétique dans le cristal photonique.

Dans cette section nous commencons par définir la trajectoire du champ élec-
tromagnétique. Nous utilisons ensuite le résultat de P. Yeh et al. pour mettre en
évidence les similitudes entre un cristal photonique et un milieu homogéene. Nous
déterminons la trajectoire de solutions des équations de Maxwell d’énergie finie.
Nous examinons en particulier la trajectoire de solutions dont les propriétés sont
proches de celles d’une fonction harmonique.

2.2.1 Définition de la trajectoire du champ électromagné-
tique
La densité d’impulsion du champ électromagnétique associé au couple de fonc-

tions F' = (E, H) est représentée par le vecteur de Poynting E x H. Le vecteur de
Poynting E' x H est homogéne au produit d’une densité volumique d’énergie avec
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/ trajectoire du pulse -

densité
d’énergie

F1G. 2.2: La trajectoire d’une impulsion de lumiére (ou pulse) et le vecteur V,(t).

une vitesse. Soit le vecteur V. (t), homogéne & une vitesse,

VECR:V.(f) = [/R B(t,2) x H(t,2) dx] /5F, (2.35)

ou &, est Iénergie électromagnétique (1.6) indépendante du temps (1.18). L’expres-
sion (2.35) du vecteur V,(¢) est bien définie si le champ F est un élément de H*
(si le champ électromagnétique est d’énergie finie). D’aprés sa définition, le vecteur
V.(t) est 'impulsion du champ électromagnétique normalisée par 1’énergie électro-
magnétique : nous supposons que ce vecteur V, (t) représente le vecteur tangent a
la trajectoire du champ électromagnétique (figure 2.2). Nous justifierons cette inter-
prétation physique dans le cas des cristaux photoniques monodimensionnels.

L’objectif de cette section 2.2 est de transformer I’expression (2.35) du vecteur
V. (t) afin de pouvoir décrire la trajectoire du champ électromagnétique a partir du
spectre de 'opérateur de Maxwell.

2.2.2 Premiére transformation de la “vitesse” du champ élec-
tromagnétique : utilisation de la transformation de Flo-
quet-Bloch

Les champs électrique et magnétique sont représentés par des fonctions F et H
réelles: £ = E et H= H. Alors, expression (2.35) du vecteur V() peut s’écrire
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pour tout t € R:

%/R ) x H(t,z) + E(t,z) x H(t,x)} dz

[E E(t,2) + H(t,2) - p(a)H(t, z)] d

, (2.36)

ol nous avons remplacé ’énergie électromagnétique £ par son expression (1.6).
Nous utilisons la transformation de Floquet-Bloch U que nous avons définie dans la
section 1.7.1. D’apreés la définition (1.32) de U et la I'-périodicité (1.4) des fonctions
€ et u,

U(eE)=eUE et U(pH) = pUH. (2.37)

Alors, d’aprés l'unitarité de la transformation de Floquet-Bloch, I'expression (2.36)
du vecteur V. (t) peut s’écrire

/ IL, (¢, x, k) dedk
VXV*

/ E,(t,x, k) dedk
VxV*

VieR:V, () = (2.38)

ou

I, =[UE xUH +UE x UH /2, 2.39)
2.39
&, =[UE-cUE +UH - pidH] /2.

Les fonctions UE et UH étant de carré sommable sur V' x V*, les grandeurs II,, et
&, sont sommables sur V' x V*. Alors, nous pouvons utiliser le théoréme de Fubini.
Nous intégrons d’abord par rapport a la variable x dans I'expression (2.38) de V,.(1).
Soient, pour tout t € R et pour tout k € V*,

(I, ), (t, k) = |V|1/ I, (t,7, k) de,
v (2.40)

(&, ), (1K) = |V|1/V£u (t,2 k) da.

Alors, 'expression (2.38) du vecteur tangent a la trajectoire du champ électroma-
gnétique devient

/V* <8U>V(t’ k) [<Hu>v(tﬂ k)/<gu>v(t, k)} dk
/ (Ea)y (b k) di |

VieR:V,(t) = (2.41)
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Conclusion Nous avons défini le vecteur tangent a la trajectoire du champ électro-
magnétique. D’aprés I'expression (2.41), ce vecteur V. (¢) peut étre interprété comme
la moyenne pondérée par la “densité d’énergie dans I'espace réciproque” <5u>v(t, k)
du vecteur <Hu>v(t, k)/<5u>v(t, k).

Nous allons utiliser un résultat de P. Yeh pour continuer la transformation du
vecteur V. (¢). Enfin, nous construirons des solutions des équations de Maxwell pour
achever cette transformation.

2.2.3 Lerésultat de P. Yeh: relation avec la vitesse de groupe

Soit k € V* fixé. D’aprés (2.39,2.40), le vecteur <Hu>v(t, k)/<8u>v(t, k) s’ex-
prime & partir des deux fonctions de Bloch (UE)(t,, k) et (UH)(t,-, k). Alors, P
Yeh et al. |43, 44] ont montré que si ces deux fonctions de Bloch sont une solution
harmonique des équations de Maxwell, le vecteur (IT, ) (¢, k) /(&, ) (t, k) est égal &
la vitesse de groupe. Nous précisons ce résultat.

Décomposition de Floquet de Iopérateur M  Soit, pour tout £ € V*, 'opéra-
teur M(k) d’expression (1.12) et agissant dans I'espace de Hilbert H(k) = HL (k) ®
H,, (k) (espace ) (k) est défini de méme que H,, (k) en remplagant p par e dans
(1.31)).

De méme que Popérateur M, chaque opérateur M(k) est autoadjoint. Enfin, de
méme que les opérateurs My(k), les opérateurs M(k) agissent sur des fonctions du
domaine borné V avec des conditions de Bloch a la frontiére de V. Alors, chacun
des spectres o(M(k)) est constitué de valeurs propres réelles.

Le résultat de P. Yeh Soit w(k) une valeur propre de M(k) et F ) le vecteur
propre associé. Alors, F, ) exp[—iw(k)t] est une solution harmonique des équations
de Maxwell. D’aprés (2.39), les grandeurs I1,, . et £, associées & cette solution
harmonique F,)exp(—iw(k)t) sont indépendantes du temps. Enfin, dans ce cas
particulier d’une solution harmonique des équations de Maxwell, il est montré dans

[43, 44] que

< uw(k)>v /< w(k)>V(k) = (Vew) (k). (2.42)

La vitesse de groupe (Viw)(k) est le gradient par rapport au vecteur & de la relation
de dispersion w(k) (1.38). La vitesse de groupe est donc dirigée suivant la normale
aux surfaces de fréquence constante (figure 2.3).

Nous allons étudier le cas particulier d’un paquet de solutions harmoniques pour
pouvoir utiliser le résultat (2.42).

2.2.4 Trajectoire d’un paquet de solutions harmoniques

Dans cette section 2.2.4, nous commencons par construire une solution des équa-
tions de Maxwell d’énergie finie comme une superposition de fonctions de Bloch.
Nous pourrons alors achever la transformation du vecteur V().
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(Viw) (k')

Fi1G. 2.3: La vitesse de groupe. La maille élémentaire V* du réseau réciproque est
représentée par le cube en pointillés. Nous avons représenté les valeurs de la vitesse
de groupe (Viw)(k') et (Viw) (k") auzx points k' et k" € V*. La vitesse de groupe
est dirigée suivant la normale auz surfaces de fréquence constante définies de fagon
implicite par l’équation w(k) = constante (nous avons schématisé ici une surface de
fréquence constante par une calotte sphérique, ce qui est un cas trés particulier).

Construction d’une solution des équations de Maxwell d’énergie finie
Soit w une fréquence qui appartient au spectre de l'opérateur M. Alors, pour tout
n > 0, le sous-ensemble de V*

Kup={k € V* | a(M(k)) N [w—n,w+1] # 0} (2.43)

est de mesure non-nulle. Nous avons représenté schématiquement cette relation sur
la figure 2.4.

Nous pouvons justifier cette affirmation avec un théoréme montré dans [31, section XIII.16]
sur la décomposition de Floquet de 'opérateur M. D’aprés le théoréeme XIII.85 de [31,
section XIII.16],

w € o(M) = |Kuy| = / dk£0 V>0, (2.44)

w,m

Soit A, , une fonction localement de carré sommable de V* dans C dont le support
est inclus dans K, .

/* A (R) 2 s = /K Aun (R) i < o0, (2.45)

w,n

Alors, d’aprés (2.44), pour tout w € o(M) et pour tout > 0, nous pouvons trouver
une fonction A, , # 0 qui vérifie (2.45). Enfin, d’aprés la définition (2.43), pour tout
k € K, il existe une valeur propre w(k) et un vecteur propre Fi, ) de M(k). Nous
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bande C o(M)

gap

la maille élémentaire du réseau réciproque V*

F1G. 2.4: Représentation de ’ensemble K, ,. La fréquence w est dans le spectre de
M alors, le volume de l’ensemble K, est non-nul pour tout n > 0.

normalisons ce vecteur propre: || Fg||lu@w = 1 o || - |lxu) est la norme dans H*(k).
Nous pouvons alors définir le paquet de solutions harmoniques FAM d’amplitude

A

w,n-

VteR:F, ()= / Ay (k) Fopy expl— i (k)] d. (2.46)

Le champ F,  (t) ainsi défini est bien d’énergie finie (autrement dit, F, (?) € HE
pour tout ¢ € ]R) et vérifie les équations de Maxwell (1.14) au sens des dlstrlbutlons

Preuve de D'existence de F, (t) Nous vérifions que le champ F, () est bien un
élément de HL. D’aprés 'unitarité de la transformation de Floquet-Bloch,

2 2
1y 15= @0 [ 1 40a ) Fott 1 2k
(2.47)

= @) [ | Aun() |k < oc.

Le champ F,  (t) est un élément de HE.

Trajectoire d’un paquet de solutions harmoniques Nous pouvons mainte-
nant donner I'expression du vecteur V, (¢) associé a la solution (2.46).

D’aprés la définition (2.40) et I’ egahte (2.47), la “densité d’énergie dans ’espace
réciproque” <gu>v ) est proportionnelle au module carré de 'amplitude du paquet
(2.46).

(27r) 2

2

(27)°

Vke Ve (&,), (k) [Aua®) [Pty = =5 [Awa(B)] - (2.48)

Alors, d’aprés (2.42) et (2.48), 'expression (2.41) du vecteur tangent a la trajectoire
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du champ électromagnétique devient

VteR:V, ()= . (2.49)

Conclusion Nous avons exprimé le vecteur tangent a la trajectoire d'un paquet de
solutions harmoniques (2.46). Ce vecteur tangent V, .., est indépendant du temps:
V., () =V, —pour tout t € R D’aprés son expression (2.49), le vecteur V,
peut étre interprete comme la moyenne pondérée de la vitesse de groupe. Le poids
de cette moyenne est le module carré A, , (k)|* de Pamplitude du paquet de solutions
harmoniques F n( ). En supposant que le vecteur V, decrlve la vitesse du centre

X, () du paquet F,, (1), expression (2.49) montre que la trajectoire de ce centre
X,,., (t) du paquet de Solutions harmoniques (2.46) est rectiligne.
Vi>0:X, (t)=X, (0)+V, ¢ (2.50)

2.2.5 Trajectoire d’une solution des équations de Maxwell
proche d’une fonction harmonique

Dans cette section nous examinons la trajectoire d’une solution des équations
de Maxwell proche d’une fonction harmonique. Cette estimation nous permettra
d’utiliser les résultats de cette premiére partie dans les parties suivantes. En effet,
nous chercherons des solutions des équations de Maxwell harmoniques (4) dans les
deuxiéme et troisiéme parties. Enfin, ces solutions sont d’excellentes approximations
des impulsions lumineuses utilisées dans les expériences en optique.

Nous commencons par définir une approximation d’une fonction harmonique.
Nous construirons ensuite une solution des équations de Maxwell proche d’une fonc-
tion harmonique. Enfin, nous pourrons déterminer la trajectoire d’une telle solution.

Définition 2.1  Soient € et 7 deux réels positifs. Le paramétre € représente une
erreur aussi petite que ’on veut et le paramétre T représente une durée aussi grande
que Uon veut (figure 2.5). La fonction F, . (t) € H* est une approzimation de la
fonction harmonique F,(t) € H* si

Vi€ [0,7]: || Fuer(t) = Fu(1)]],, < e (2.51)

Alors, si € est trés petit (de 'ordre de 107?) et 7 est trés grand (quelques siécles),
la fonction F, . ,(t) posséde des propriétés trés proches de celles de la fonction har-
monique F, ().

Construction d’une solution des équations de Maxwell proche d’une fonc-
tion harmonique Dans cette section 2.2.5 nous appliquons le résultat précédent
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| Fucr(t) = Fu(t) ||,

o + —/~
\]

FiGc. 2.5: Différence entre la fonction harmonique F,(t) et son approximation
Fw7677—(t)'

(de la section 2.2.4) dans le cas ot 'amplitude A, , du paquet de solutions harmo-
niques est la fonction constante (27)73/2|K,,,|~'/? dans K, . Soit F,,,(t) ce paquet
de solutions harmoniques. Alors, d’aprés (2.46),

VEER: Fl,(t) = (2m) 2| K., |12 / Fy o expl—iw (k)] d. (2.52)

Kwa’ﬂ

Nous définissons le champ harmonique F,(t) proche du champ F, ,(?)

VieR: E,(t) = (2r) K, |~ '/? F 0 exp(—iwt) dk. 2.53
n (k)

Ko,y

Alors, si nous choisissons 7 = €/7, les fonctions F,,(t) et F,(t) vérifient la relation
(2.51): la solution des équations de Maxwell F,, ./, (t) est proche de la fonction
harmonique F,(t).

Estimation de la différence entre F,, ,(t) et F,(t) Nous vérifions que les fonctions
F,n(t) et F,(t) vérifient la relation (2.51) si n = ¢/7. D’aprés les expressions (2.52) et
(2.53), pour tout ¢ € R:

E,,(t) = F (t) = (2n) 32| K, ,|71/? / F(ry{exp[—iw(k)t] — exp[—iwt]} dk.

w,n

D’aprés I'unitarité de la transformation de Floquet-Bloch,

| Foon(t) — Fw(t)”j-[ =Ky 7" / | Foo i | 3—1(1:) | exp[—iw(k)t] — exp[—iwt]| * dk.

w,n
Enfin, en utilisant la majoration |exp[—iw(k)t] — exp[—iwt]| < |w(k)t — wt| < n|t|, nous
pouvons estimer la différence entre F, ,(t) et F,(¢):

|| Fun(£) — Fu(t) ||‘;’{ <Kyl ™! / n2t2 dk = n°t2. (2.54)

w,n

Alors, si nous choisissons n = €/, les fonctions F,, , (t) et F,(t) vérifient la relation (2.51).
Nous pouvons faire ce choix de 7 parce que le spectre de M vérifie la propriété (2.44).
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Trajectoire d’une solution des équations de Maxwell proche d’une fonc-
tion harmonique Nous pouvons maintenant donner ’expression du vecteur V. .
associé a la solution (2.52). D’apreés (2.49),

Vo = K™ /K (Vi) (k) s (2.55)

w,n

Soit {ko} la limite de la suite décroissante K, quand la largeur de la distribution
en fréquence n tend vers zéro.

{ko} =) Kum- (2.56)

n>0

Alors, 'amplitude |K,, ,| ™' se comporte comme la “fonction” de Dirac 6 (k—kq) quand

la largeur de la distribution en fréquence 7 tend vers zéro. La limite de I'expression
(2.55) de V,, est

limV, = (Viw)(ko). (2.57)
n—0 “n
La trajectoire d’une solution des équations de Maxwell proche d’une fonction har-
monique est une droite dont la direction est proche de la vitesse de groupe.

2.2.6 Conclusion

Nous avons montré que la propagation d’'un paquet de solutions harmoniques
dans un cristal photonique (ou paquet de modes de Bloch) est semblable a la pro-
pagation d’un paquet d’ondes planes dans un milieu homogeéne (les ondes planes
étant des solutions harmoniques particuliéres dans un milieu homogéne). Dans les
deux cas, la trajectoire est une droite dont la direction est la moyenne pondérée (par
le module carré de I'amplitude du paquet de solution harmonique) de la vitesse de
groupe.

Pourtant, les cristaux photoniques présentent des intéréts. En effet, la relation
de dispersion (1.38) est beaucoup plus riche dans le cas d'un cristal photonique; la
vitesse de groupe ne dépend que de la norme du vecteur £ dans le cas d’un milieu
homogéne alors que, dans le cas du cristal photonique, la vitesse de groupe dépend
de la norme et de la direction du vecteur k. Surtout, dans le cas d’'un cristal photo-
nique, la vitesse de groupe peut varier trés rapidement en fonction de la fréquence
w: le milieu homogéne équivalent est alors extrémement dispersif. Prenons le cas
d’une solution des équations de Maxwell proche d’une fonction harmonique ; d’aprés
(2.57) la direction de la trajectoire de ces solutions est la vitesse de groupe. Si la vi-
tesse de groupe varie trés rapidement en fonction de la fréquence, deux solutions de
fréquences trés voisines peuvent avoir des trajectoires totalement différentes. Cette
propriété, mise en évidence numériquement dans [23| dans le cas de cristaux pho-
toniques bidimensionnels, serait susceptible de mener & d’importantes applications
dans le domaine des télécommunications par fibre optique.
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Premiére partie

Conclusion

Dans cette premiére partie, nous avons présenté quelques propriétés du compor-
tement du champ électromagnétique en présence d’un cristal photonique parfait.

Le cristal photonique parfait posséde un maximum de symétries qui permettent
de simplifier I’étude du spectre de I'opérateur de Maxwell. Cependant, la nature du
probléme reste complexe et ne permet de donner que des estimations qualitatives
du comportement du champ électromagnétique.

Nous avons étudié en détail le comportement d’une source optique de type solide.
Nous avons montré comment un cristal photonique peut théoriquement corriger les
défauts de ces sources. Un cristal photonique est susceptible d’inhiber 1’émission
spontanée d’un photon d’énergie hw si la fréquence w n’appartient pas au spectre
de V'opérateur de Maxwell (la fréquence w est dans un gap): cette propriété est
mise en évidence numériquement dans [42]. Un cristal photonique est susceptible de
canaliser dans un angle solide étroit I’émission spontanée de photons d’énergie hw
si la fréquence w se trouve au bord d’un gap.

Nous avons également étudié en détail la trajectoire du champ électromagnétique
dans un cristal parfait. Nous avons montré que, de méme que dans un milieu ho-
mogeéne, la trajectoire du champ électromagnétique est déterminée par la vitesse de
groupe. Des exemples numériques dans le cas de cristaux photoniques bidimension-
nels [45, 23] montrent que leurs propriétés sont semblables (sous certains aspects)
a des milieux homogénes d’indice optique proche de zéro ou méme négatif. Enfin,
des applications possibles du caractére trés dispersif des cristaux photoniques sont
également présentées dans [23].

Nous pensons que la nature complexe du probléme nécessite une approche numé-
rique. En effet, seules les méthodes numériques permettent de déterminer de facon
rigoureuse le spectre de 'opérateur de Maxwell pour des cristaux photoniques tri-
dimensionnels. Nous présenterons donc une méthode numérique dans la troisiéme
partie; cette méthode numérique nous permettra de mettre en évidence les proprié-
tés du comportement du champ électromagnétique que nous avons présentées dans
cette premiére partie.

Enfin, nous pensons que la méthode qui consiste a modéliser le cristal photonique
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par un cristal parfait ne rend pas compte de toutes les propriétés de diffraction
des cristaux photoniques. Nous compléterons donc cette premiére partie par une
étude détaillée de I'influence des interfaces séparant le cristal photonique du milieu
extérieur dans les deuxiéme et troisiéme parties; nous réaliserons cette étude pour
des cristaux photoniques monodimensionnels.
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a7

Deuxiéme partie

Introduction

Soit un cristal photonique monodimensionnel d’épaisseur finie éclairé par un
champ électromagnétique incident : le probléme consiste a déterminer le champ élec-
tromagnétique diffracté par le cristal.

Comparée a I’étude des propriétés d'un cristal parfait, I’étude de la diffraction par
un cristal photonique permet d’apporter des informations supplémentaires ; 1’étude
de cette deuxiéme partie nous permettra, en particulier, de déterminer I'influence
des interfaces planes séparant un cristal photonique monodimensionnel du milieu
extérieur. Cette étude permettra alors de compléter la présentation usuelle des pro-
priétés des cristaux photoniques de la premiére partie.

champ
incident

(
)

La diffraction par un cristal photonique monodimensionnel.

La simplicité du modéle décrivant un cristal photonique monodimensionnel per-
met d’obtenir I'expression analytique des différentes grandeurs physiques. La dé-
marche générale de notre étude est la suivante. Nous considérons dans un premier
temps un cristal photonique monodimensionnel d’épaisseur finie. Nous résolvons le
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probléme de la diffraction par le cristal puis nous faisons croitre I’épaisseur du cristal
vers U'infini (ce que nous appelons la limite thermodynamique). Supposons qu’une
grandeur physique posséde une limite quand I’épaisseur du cristal tend vers I'infini.
Alors cette limite est une bonne estimation de la grandeur physique pour un cristal
d’épaisseur suffisamment grande. Cette démarche a déja été utilisée dans I'étude
des gaps [46, 47| et du coefficient de réflexion [48, 49| des cristaux photoniques mo-
nodimensionnels. Enfin, nous illustrerons nos résultats par des exemples numeériques.

Dans le chapitre 3 nous décrivons un systéme qui permet de modéliser la diffrac-
tion par un cristal photonique monodimensionnel. Puis nous présentons la méthode
que nous avons retenue pour résoudre le probléme: nous utilisons les matrices de
transfert. Enfin, nous déterminons le champ électromagnétique diffracté par un cris-
tal monodimensionnel d’épaisseur finie.

Dans le chapitre 4 nous étudions les propriétés du champ électromagnétique
diffracté par le cristal quand D’épaisseur de celui-ci tend vers U'infini (limite ther-
modynamique). Nous étudions la limite de diverses grandeurs associées au champ
électromagnétique : les coefficients de transmission et de réflexion, les fonctions re-
présentant le champ électromagnétique diffracté par le cristal, le flux du vecteur
de Poynting a travers les interfaces planes séparant le cristal du milieu extérieur
et le centre de I'énergie électromagnétique. Cette démarche nous permettra de re-
trouver dans le cas particulier d’un cristal photonique monodimensionnel certains
résultats établis dans la premiére partie. Surtout, cette démarche nous permettra
de déterminer I'influence des interfaces planes séparant un cristal photonique mono-
dimensionnel du milieu extérieur: nous compléterons ainsi 1’étude réalisée dans la
premiére partie. Nous montrerons dans quelles conditions nous pouvons utiliser la
regle simple de la théorie des rayons valable en optique géométrique. Nous illustre-
rons numériquement les différents résultats que nous obtiendrons.

Enfin, nous récapitulerons de facon synthétique les résultats les plus importants
de cette deuxiéme partie dans la section 4.7 et la conclusion (de cette deuxiéme
partie).

Nous citons quelques sujets de recherche sur les cristaux photoniques monodi-
mensionnels que nous n’aborderons pas. La simplicité du modéle permet de déter-
miner 'expression analytique de nombreuses grandeurs physiques. L’expression de
la densité d’état est donnée dans [50, 51| et ’émission d’un dipole est étudiée dans
[52]. Les modes localisés dans un cristal photonique monodimensionnel possédant
un défaut sont étudiés dans [53]. Enfin, les cristaux photoniques monodimensionnels
avec absorption sont étudiés dans [54] et les quasi-cristaux monodimensionnels dans
[55].
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Chapitre 3

La méthode des matrices de transfert

Dans ce chapitre, nous commencons par décrire le systéme qui nous permet de
modéliser la diffraction par un cristal photonique monodimensionnel ; ce systéme se
compose d’un cristal photonique monodimensionnel d’épaisseur finie et d’un champ
électromagnétique harmonique.

Nous présentons dans la section 3.3 la méthode que nous avons retenue pour
trouver les solutions des équations de Maxwell a I'intérieur du cristal : nous utilisons
la méthode des matrices de transfert. Nous montrons les propriétés de ces matrices
qui seront utilisées dans la suite de notre étude.

Enfin, nous imposons la condition d’onde sortante aux limites du cristal dans
la section 3.4. Nous définissons les coefficients de réflexion et de transmission puis
nous déterminons leurs expressions. Nous pourrons alors donner ’expression du
champ électromagnétique solution des équations de Maxwell en présence d’'un cristal
photonique monodimensionnel d’épaisseur finie dans la section 3.5.

3.1 Description du cristal photonique monodimen-
sionnel d’épaisseur finie

Dans cette deuxiéme partie nous utilisons un repére orthonormé (O, ey, es, €3).
Tout élément = de I'espace R? est repéré par ses trois coordonnées z;, x5 et 3.

Ve eR:x=uxe, + 2969 + 2365 avec e - e; =0;; Vi,je{l,2,3}. (3.1)

Nous choisissons le repére (O, ey, ey, e3) tel que la permittivité € et la perméabilité
w soient des fonctions de la seule variable x5 (figure 3.1).

Ve €eR 1 e(z) = c(a3) et p(x) = p(zs). (3.2)

Le cristal photonique monodimensionnel d’épaisseur finie est un empilement de n
couches élémentaires inhomogénes identiques d’épaisseur hy (figure 3.1). Le cristal
se trouve entre un superstrat homogeéne, caractérisé par les constantes positives £
et u*, et un substrat homogéne, caractérisé par les constantes positives £? et u?
(figure 3.1). Alors, la permittivité ¢ et la perméabilité p vérifient a I'intérieur du
cristal
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T3
el pt O l
hs
hs
nh3
| 3
cd Md

FiG. 3.1: Un cristal photonique constitué de n couches élémentaires identiques
d’épaisseur hy. Les constantes €% et u* caractérisent le superstrat et les constantes
e et u? caractérisent le substrat.

e(xz —mhz) =e(x3) Yme{l,--- ,n—1}, Vg € [—hs,0],

(3.3)
wu(xs —mhz) = p(xs) Yme{l,--- ,n—1}, Vg € [—hs, 0],
et a extérieur du cristal
e(r3) =e*>0 Vaz>0 et e(w3)=e?>0 Vas < —nhs, 5.4
3.4

was) =p* >0 Vez>0 et pu(rs) =pl>0 Vaz < —nhs.

Nous avons représenté sur la figure 3.2 un exemple de permittivité € qui permet de
décrire le cristal. Nous appelons couche élémentaire 1’ensemble

{l‘ = T1€1 + Toey + T3ze3 € R3 ‘ — h3 < a3 < 0} (35)

qui permet d’engendrer le cristal.

E_ T3

Fi1G. 3.2: Exemple de permittivité. La fonction € est bornée inférieurement par ¢ _ >
0 et supérieurement par €, > 0. La fonction ¢ est “périodique” dans lintervalle
[—nhs,0]. La fonction e est égale aux constantes €* > 0 dans le superstrat et ¢ > (
dans le substrat.
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Cas particulier La couche élémentaire la plus simple (et non triviale) est consti-
tuée de deux strates homogénes diélectriques et non magnétiques. La perméabilité
1 est égale a la perméabilité du vide py dans toute la couche élémentaire :

pw(xs) = po  Vaz € [—hs,0]. (3.6)

La premiére strate est d’épaisseur h €10, h3[ et de constante diélectrique 1 et la
deuxiéme strate est d’épaisseur hs — h et de constante diélectrique 4 # €1 :

e(xs) =e1 >0 Va3 €[—h,0 et e(xs)=ec9>0 Vaz€|[—hsg,—h]. (3.7)

3.2 Hypothéses sur le champ électromagnétique har-
monique

Dans cette deuxiéme partie nous considérons un champ électromagnétique har-
monique. Les champs complexes F, et H, vérifient les équations de Maxwell har-
moniques (4). Dans cette section 3.2, nous présentons nos hypothéses sur les champs
complexes F, et H,.

Hypothése I1.1 En toute rigueur, les champs complexes F, et H, sont des fonc-
tions des trois variables xq, x5 et x3. Cependant, nous nous limitons & des champs
dépendant uniquement des deux variables x| et 3.

Ve € R : B (2) = Ey(z1,23) et Hy(x) = H,(21,x3). (3.8)

En effet, il résulterait de I’abandon de cette hypothése simplificatrice des notations
lourdes et compliquées sans réels intéréts. L'étude d’'un champ électromagnétique
dépendant des trois variables 1, x5 et x3 en présence d’un dioptre plan est réalisée
dans [56]. Avec I'hypothése (3.8), nous décrivons un champ électromagnétique non
pas en forme de faisceau mais en forme de nappe invariante dans la direction es.

Conséquence de ’hypothése 11.1 Réduction des équations de Mazwell a deux
équations scalaires indépendantes. Avec I'hypothése (3.8), les équations de Maxwell
harmoniques (4) se réduisent au systéme des deux équations scalaires et indépen-

dantes
(8% + M83M_183 —+ wzgﬂ) Ew,2 — 07 ( )
3.9
(02 + 0367105 + w?ep)H, 2 = 0.

Les quatre autres composantes E, 1, F, 3, H, 1 et H, 3 du champ électromagnétique
s’expriment a partir de ces deux composantes E o et H,, .

Ew,l = (iwe)_lagHw’Q, Ew’3 = —(Z'CUE)_lale’Q,

(3.10)
Hw’3 = (iw,u)’lale’Q, Hw,l = —(iwu)’lﬁng’Q.
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Nous appelons champ électromagnétique de polarisation TE les trois composantes
E,»2, Hy1 et H,3 et champ électromagnétique de polarisation TM les trois compo-
santes H, o, Ey1 et E, 3. D’aprés (3.9,3.10), les champs de polarisation TE et TM
sont découplés; nous pouvons les étudier séparément. Soient U, v, v* et v définis
suivant la polarisation.

Polarisation TE : U = E 5, v = pu, v* = p* et v%= pl
(3.11)
Polarisation TM: U = H, 9, v =€, V" =" et 1% =g

La fonction U est dans tous les cas de polarisation 'unique composante suivant
le deuxiéme axe du champ électromagnétique. Les équations de Maxwell (3.9) de-
viennent pour la composante U du champ électromagnétique

(07 + vOsv™ 105 + w?ep)U = 0. (3.12)

Hypothése 11.2 Nous cherchons des fonctions U telles que, pour tout x3 € R, la
fonction U(-, x3) soit de carré sommable par rapport a la variable x;.

Vi € R:U(-,23) € L*(R,dxy; C) <:>/ | U(z1, 3) | 2 dwy < 0. (3.13)
R

Alors, la fonction U(-,x3) posséde une transformée de Fourier U(-,z3) que nous
pouvons écrire formellement

Vas € R: Uoy,z3) = % / U(xy,x3) exp(—iwaizy)dry Yoy € R (3.14)
R

Physiquement, cette deuxiéme hypothése (3.13) signifie que la densité d’énergie est,
pour tout x3 € R, sommable par rapport a la variable x;.

Hypothése I1.3 Nous verrons dans la section 3.4 que la fonction U s’écrit dans
le superstrat et le substrat comme un paquet d’ondes planes de constante de propa-
gation way suivant le premier axe. Le cristal photonique étant monodimensionnel,
toute onde plane de constante de propagation wa; est provoquée par une onde plane
incidente de méme constante de propagation. Nous supposons que le champ incident
est créé par des sources trés éloignées du cristal. C’est pourquoi nous jugeons peu
restrictif de considérer un champ incident exclusivement constitué d’ondes planes
propagatives. Alors, nous supposons que la fonction U s’écrit dans le superstrat et
le substrat comme un paquet d’ondes planes propagatives. Autrement dit, le support
de la fonction U(-, z3) doit étre inclus dans 'intervalle

Ky =[—ay,a;] avec 0< o’ <min{e"y" c%}. (3.15)
La troisiéme hypothése que nous faisons sur le champ électromagnétique s’écrit alors

VZITQ),GR:OQER\K1:>[7(041,LE3):O. (316)
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Récapitulation Nous avons fait une premiére hypothése (3.8) d’invariance selon
une direction sur des champs électromagnétiques justifiée par le fait de simplifier le
probléme. Cette premiére hypothése a permis de réduire les équations de Maxwell a
deux équations scalaires indépendantes. Nous avons ensuite fait deux autres hypo-
théses (3.13,3.16) justifiées par des raisons physiques. D’aprés la transformation de
Fourier inverse,

~

Vas € R:U(xy,23) = / U(ay,z3) exp(iwayzy) day Vo € R (3.17)

K

La fonction U(-, z3) étant de carré sommable et & support borné (inclus dans K),
elle est également sommable.

VIgGR:/ ‘ﬁ(&l,ﬂ?g)‘2da1<00:> ‘ﬁ(al,m)‘ doy < oo. (3.18)
K1 Kl

Alors, la fonction U(-, z3) d’expression (3.17) représentant le champ électromagné-
tique est, pour tout zz € R, bornée, infiniment dérivable et de carré sommable
par rapport a la variable z; (ainsi que toutes ses dérivées). Surtout, cette fonction
U(-,x3) tend vers zéro lorsque la variable x; tend vers l'infini. Alors, notre mo-
déle permet de décrire la diffraction par un cristal photonique monodimensionnel
fini dans les premiére et troisiéme directions de ’espace. Cette conclusion suppose
que l'influence de la matiére est négligeable 1a ou le champ électromagnétique est
lui-méme négligeable.

Enfin, la fonction U(-,z3) et ses dérivées premiére et seconde étant de carré
sommable, la transformée de Fourier de ’équation (3.12) est

(V950705 + w?(ep — af)] U=0. (3.19)

Nous n’avons imposé aucune condition au champ électromagnétique dans la troi-
siéme direction. Nous nous contentons de la continuité des composantes tangentielles
Eyi1,Hy a1, Eyo et Hy, o du champ électromagnétique au passage des interfaces : cette
condition est contenue dans I’équation (3.19). En effet, d’aprés (3.10), il suffit que
les fonctions [7(041, -) et 1/‘183[7(041, -) soient continues pour tout ay € Kj. La suite
de ce chapitre consiste a résoudre 1'équation (3.19).

3.3 Meéthode de résolution des équations de Max-
well dans le cristal : les matrices de transfert

Dans cette section 3.3, nous résolvons ’équation (3.19) dans le cristal. L’équation
(3.19) s’écrit sous forme d’une équation de propagation :

0 v

OsF = MF F=
’ avee w(a? —ep)/v 0

(3.20)

et M:[
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Le vecteur F(ay, ) est, de méme que les fonctions U(ay, -) et v~ 850 (ay, ), continu
pour tout a; € K;. R

Dans cette section 3.3, nous déterminons la dépendance en x3 du vecteur F(ay, +);
nous ne faisons plus apparaitre la dépendance en «a; des différentes fonctions afin
d’alléger les notations. Nous commencons par définir les matrices de transfert. Nous
définirons ensuite une matrice de transfert particuliére: la matrice de transfert T
associée a la couche élémentaire du cristal. Enfin, nous montrerons les propriétés des
matrices de transfert qui seront nécessaires dans la suite de notre étude.

3.3.1 Définition des matrices de transfert

Pour résoudre 1'équation de propagation (3.20), nous utilisons le théoréme X.69
de [57, section X.12| sur la série de Dyson. D’aprés I’hypothése (6) sur les fonctions
¢ et u, la matrice M (z3) est uniformément bornée par rapport a la variable x3 € R.
Soit || M || la norme uniforme de la matrice M et |M(z3)| la norme de la matrice
M (x3) € Ct. D’aprés I'expression (3.20) de la matrice M,

|M||oo = sup {|M (23)] | 73 € R} < ey + py + 2% yuy (e +pZ'). (3:21)

Soit F' une solution de équation (3.20). Alors, d’apreés (3.21) et le théoréme X.69
de [57, section X.12|, la solution de I’équation de propagation (3.20) vérifie

Va,, zh € R: F(zy) = Pz, 24)F(z) avec F(z}) € C2. (3.22)

Définition 3.1 L’ensemble {P(x4, %) | x5, x5 € R} est ’ensemble des matrices de
transfert (ou matrices de propagation).

Expression des matrices de transfert La forme explicite des matrices de transfert
a partir des matrices M (x3) est donnée par une série de Dyson. Pour tout x4, 25 € R:

1

too Y1 Ym-—1
Plagaf) =1+ 3 [ an / dys - / ym M (1) M (32) -+ M (). (3.23)
=123
ou [ est la matrice identité 2 x 2.
Preuve de ’existence de la série de Dyson Nous vérifions immédiatement que cette
expression des matrices de transfert est bien définie. D’aprés (3.21), nous pouvons majorer

la matrice M par sa norme uniforme ||M||o dans chaque terme de la série de Dyson (3.23).
D’ow, pour tout x5, x5 € R:

|$ —z |m
|P(z3,23)] <1+ Z [ M|E = exp (|23 — 23] (| M]|oo)- (3.24)

Alors, la série de Dyson converge et la matrice de transfert P(z5, z%) est bien définie pour
tout x4,z € R

Solutions de I’équation de propagation Enfin, nous vérifions que le vecteur F' défini

par (3.22) est bien solution de I’équation de propagation (3.20). Nous commengons par dé-
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river par rapport & la variable x3 ’expression (3.23) de la matrice de transfert.

oP too  raj Ym—1
o @) = M)+ 3 [ [ dyn M) M) Mym)
m=2"7%3 z

3

too ras Ym—1
= M(xz3) [T+ ) dyg---/ dym M (y2) -+ M (ym)
m=2" 23 zg
En renommant les variables ys,¥ys,- -, ¥y, respectivement y1,ys,--- ,¥m_1 dans chaque

terme de la derniére série, nous obtenons

oP , ,
3—m3($3’$3) = M($3)P($3a$3)- (3.25)

Alors, en particulier, le vecteur 3 — F(zs) = P(wS,w’S)ﬁ(:ﬂg) vérifie I’équation de pro-
pagation (3.20):
OF dP

5o (@3) = 5— (@, #) F(x) = M (a5) P, 23) F(0) = M () F(a3). (3.26)
€T3 T3

Récapitulation Nous avons défini I’ensemble des matrices de transfert. Nous
avons vérifié que ces matrices sont bien définies et qu’elles permettent de résoudre
I'équation de propagation (3.20). La définition (3.23) des matrices de transfert que
nous avons adoptée va nous permettre de montrer certaines propriétés qui seront
nécessaires dans la suite de notre étude.

Nous pouvons maintenant définir la matrice de transfert a la travers la couche
élémentaire du cristal.

3.3.2 La matrice de transfert a travers la couche élémentaire :
la matrice T

Définition 3.2  Soit T' la matrice de transfert a travers la couche élémentaire

(3.5) du cristal. Alors,
T = P(—hs,0). (3.27)

D’aprés la “périodicité” (3.3) des fonctions ¢ et p a intérieur du cristal, la matrice
T est aussi égale a la matrice de transfert P(—mhs, —mhsz + h3) pour tout m €
{1,---,n}. Alors, d’aprés (3.22), la matrice T relie les différentes valeurs du vecteur

F aux interfaces planes séparant les différentes couches élémentaires a I'intérieur du
cristal (figure 3.3).

F(—mhs) = TF(—mhs + hs) Vm e {1,---,n}. (3.28)

Enfin, d’aprés cette derniére relation, la matrice T relie les valeurs du vecteur F
au limites du cristal (figure 3.3).

F(=nhs) = T"F(0). (3.29)
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3 F(0)
@) | T
hs > T
hs )T
nh3 . : "
I hs T > T
ﬁ(—nhg)

F1G. 3.3: La matrice de transfert a travers la couche élémentaire : la matrice T.

Cette équation (3.29) que nous avons obtenue permet de décrire le comportement
du champ électromagnétique en présence du cristal. Cette équation comprend les
valeurs du vecteur F' aux bords du cristal et la matrice de transfert a travers le
cristal T".

Nous commengons par montrer quelques propriétés de la matrice 7" puis nous
fixons les conditions aux limites du cristal (ou les valeurs F'(—nhg) et F/(0) du vecteur

~

F) dans la section 3.4.

De méme que les matrices M et P, la matrice 1" dépend de la fréquence w € R
et de la variable oy € K.

T:Rx K3 (w,aq) — T(w, ). (3.30)

Nous montrons dans la section 3.3.3 que la matrice 7" est infiniment dérivable par
rapport a la variable «aq. Soient 171, 112, 151 et 15 les quatre coefficients de la
matrice T

T =

{ T T ] . (3.31)

T21 T22

Nous montrons la conséquence des symétries sur les coefficients Ty, Tia, To1 et Thy
de la matrice T" dans les sections 3.3.4 et 3.3.5.

3.3.3 La matrice T est infiniment dérivable par rapport a la
variable oy

Propriété 3.1 La matrice T est infiniment dérivable par rapport a la variable a;.
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Preuve de la propriété 3.1 Pour montrer que la matrice 7" est infiniment dérivable par
rapport & la variable aq, nous écrivons la matrice T' comme une série entiére en fonction de
la variable ;. D’aprés la majoration (3.24), nous pouvons sommer les termes de la série de
Dyson dans un ordre différent (la série est normalement convergente). Nous commengons
par séparer la matrice M en deux parties.

0 v 0 0
M=N 2 N. N, = t Ny = . (3.32
1t ajlNy avec INp l —epfv 0 ] e 2 [ Wy 0 ] ( )

De méme que la matrice M, les matrices N; et N5 sont uniformément bornées par rapport
a la variable z3. Soient || N1||co €t ||N2||oo les normes uniformes des matrices Ny et Ns.

[ Nilloo = sup {|N1(zs)| | 25 € R} < ey + py +w?eppy(eZ" +pZh), (333)
[ Valloo = sup {|Na(z3)| | #3 € R} <w?(eZ' + pZ?h).

Alors, nous pouvons écrire chaque produit de matrices M intervenant dans les termes de
la série (3.23) comme

m

Myy) - M(ym) =Y (03) Nowa (. ), (3.34)
=0

ot les matrices IV,,; sont uniformément bornées par rapport a I’ensemble des variables
Y17 5 Ym. S0it || N illeo la norme uniforme de la matrice Ny, ;. D’aprés (3.32,3.33,3.34),

— Ui(m )

Alors, si nous sommons les termes de la série (3.23) dans un autre ordre, ’expression de
la matrice T' devient

—h3 Ym—1
T(en —I+Z o) Z/ / iy No 115+ + Ym). (3.36)

Cette expression montre que nous pouvons développer la dépendance en «; de la matrice
T en série entiére. Nous montrons maintenant que le rayon de cette série est infini. D’aprés
(3.35,3.36),

[N illoe < ANl N2 Vm € N\ {0}, 1 € {0, ,m}. (3.35)

i hy
T (e |<1+Z ai) Zl, ||N2||l IVl =2

hl ||N2||l

<1+Z

< exp (|| N1]lochs) exp (aF[|Nallochs) -

exp (|| N1l[oohs)

Cette derniére égalité montre que la matrice T' se développe comme une série entiére de
la variable oy de rayon infini. Alors, la matrice T' est infiniment dérivable par rapport a la
variable aq.

Remarque Un raisonnement semblable peut permettre de montrer que la matrice
T est infiniment dérivable par rapport a la fréquence w.
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3.3.4 Conséquences de la conservation du flux du vecteur de
Poynting

L’expression du vecteur de Poynting complexe est E, x H, /2. D’aprés les équa-
tions de Maxwell harmoniques (4) et ’hypothése (5) (les matériaux que nous consi-
dérons sont sans pertes), la divergence de la partie réelle du vecteur de Poynting
complexe est nulle: V- (E, x H, + E, x H,)/4 = 0. Alors, le flux & travers toute
surface fermée de la partie réelle du vecteur de Poynting complexe est également nul.
Dans cette section 3.3.4, nous déterminons les conséquences de cette conservation
sur la matrice 7.

Propriété 3.2 La matrice T est réelle et son déterminant est égal a 1.

Tll: T12; T21, T22 eER et detT = T11T22 — T12T21 =1. (337)

Preuve de la propriété 3.2 La propriété (3.37) est la conséquence directe de I’hy-
pothése (5): les fonctions £ et u sont & valeurs réelles. Nous montrons cette propriété a
partir de I’expression (3.23) de la matrice T. Le fait que la matrice T soit réelle découle
immédiatement du fait que les fonctions € et u sont réelles. Pour montrer que la matrice
T est de déterminant 1 nous utilisons la matrice

0 1
J= l o ] (3.38)

D’aprés (3.20) et I'hypothése (5), la matrice M vérifie M*J = —JM, ou M* est la
matrice adjointe de M. Soit (-,-)cz le produit scalaire dans C?. Alors, la quantitité

<1/7\(a:3), Jﬁ($3)>c2 correspond physiquement au flux a travers l'interface plane d’altitude
x3 de la partie réelle du vecteur de Poynting complexe. Nous montrons que cette quantité
est indépendante de z3. D’aprés (3.26),

05(F,JF) = (05F, JF), + (F,J0;F),
= (MF,JF), +(F,JMF)
= (F,[M*J + JM]F), =0.
Alors, d’aprés (3.22), pour tout z442€ R:

(P TF@) o = (F(xs), JF(235)) 0 = (P(353F @ JP(255)F ) o

Cette conseryation valable pour tout F (¥ € C? implique que les matrices de transfert
(et en particuli¢r la matrice T') vérifient une relation de “pseudo-unitarité”.

Vg, xh € R: P(zs,z4) JP(xg,2%) = J = T*JT = J. (3.39)

La matrice T' étant réelle, il suffit de développer cette relation pour vérifier que le déter-
minant de la mptrice T est égal & 1.
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|
le plan de symétrie —— |
I

X3

—9hs —hs

la couche élémentaire

F1G. 3.4: Exemple de couche élémentaire symétrique par rapport a un plan.

3.3.5 Conséquences de la symétrie d’une couche élémentaire
par rapport a un plan horizontal

Dans cette section 3.3.5, nous examinons le cas particulier ou la couche élémen-
taire du cristal est symétrique par rapport a un plan (figure 3.4). Dans ce cas, les
fonctions ¢ et p vérifient

VIg € [—hg,O] . 8(—h3 — l‘g) = €(£E3) et M(—hg - LE3) == /J(l‘g) (340)

Propriété 3.3 Si la couche élémentaire du cristal est symétrique par rapport ¢ un
plan horizontal, alors la matrice T vérifie T\ = Tos.

Preuve de la propriété 3.3 Nous utilisons 'expression (3.23) de la matrice T' pour
montrer cette propriété. En effectuant successivement dans chaque terme de la série (3.23)

les changements de variable y,,, en (—h3 — yum), puis Ym—1 en (—hs — Ym—1), -+, Puis y;
en (—hs — y1) nous obtenons la relation
1 0 1 0
T'= T , (3.42)
0 -1 0 -1

ot T~! = P(0,—h3) est la matrice inverse de T. Alors, en identifiant cette nouvelle ex-
pression (3.42) de la matrice T~! avec celle obtenue & partir de la conservation du flux du
vecteur de Poynting ((3.39) => T~! = —JT*J) nous obtenons le résultat Ty; = Ths.

3.4 Les conditions aux limites du cristal : la condi-
tion d’onde sortante

Dans cette section 3.4, nous fixons les conditions aux limites du cristal : nous
fixons les valeurs F'(—nh3) et F'(0) dans I’équation (3.29). Soient

ab(ay) =/evur —ai et ai(ag) =/e%u? —a? Vo € K. (3.43)
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[71‘ x3 Ur

N/ .,

nh3

Ut

n

Fi1a. 3.5: Les conditions auz limites du cristal : la condition d’onde sortante.

Alors, I’équation (3.19) vérifiée par la fonction U devient a U'extérieur du cristal

(03 + (wag‘)ﬂﬁ =0 Va3>0,
R (3.44)

(03 + (wag)? U =0 Va3 < —nhs.
La solution de cette équation (3.45) est une combinaison linéaire de fonctions ex-
ponentielles montantes ou descendantes (d’argument +iwajxs dans le superstrat et
+iwadzy dans le substrat). Soit U la fonction représentant le champ incident que
nous supposons connu. Le champ incident se dirige vers le cristal ; le champ incident
est une combinaison linéaire de fonctions exponentielles descendantes dans le super-
strat et montantes dans le substrat. Le champ diffracté, défini comme la différence
du champ total moins le champ incident, est 'inconnue. Ce champ diffracté vérifie
la condition d’onde sortante; il est une combinaison linéaire de fonctions exponen-
tielles montantes dans le superstrat et descendantes dans le substrat. Soient U} et
a‘f les fonctions représentant le champ total dans le superstrat et dans le substrat
en présence du cristal constitué de n couches élémentaires. Nous supposons dans
un premier temps que les sources qui créent le champ incident sont exclusivement
situées dans le superstrat. Alors, a ’extérieur du cristal, le champ électromagnétique
se réduit a

ot les fonctions U et U! représentent les champs réfléchi et transmis (figure 3.5).
Soit A 'amplitude du champ électromagnétique incident. Alors,
U' (-, 23) = Aexp[—iwagzs] Vg > 0. (3.46)

D’aprés (3.18), 'amplitude A est, en toute généralité, une fonction de carré som-
mable de K; dans C:

/K |A(an)[Pday < oo (3.47)

L’expression générale des fonctions U et U7 vérifiant la condition (3.18) est

Uﬁ(-,:@) = Atd exp[—iwal(zs + nhs)] Va3 < —nhg,
_ (3.48)
Ul (-, x3) = Arlexpliwalxs] Va3 > 0.
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Les coefficients de transmission #¢ et de réflexion r¥ dépendent de la fréquence w et
de la variable oy € K. Soient

=wad /vt et Bl =wad vl (3.49)

Alors, d’apreés I'expression (3.45) de la fonction U a lextérieur du cristal et la défi-
nition (3.20) du vecteur F', I'équation (3.29) devient

td o 1+ ¥
[—wdtz}_T [—w“(l—rﬁ)}' (3:50)

Récapitulation Nous avons imposé au champ électromagnétique la condition
d’onde sortante. Alors, les équations de Maxwell se résument au systéme linéaire
a deux inconnues (3.50). Dans la section 3.5 suivante, nous résolvons ce systéme;
nous déterminons les coefficients de transmission ¢ et de réflexion r¥.

3.5 Expression du champ électromagnétique diffrac-
té par le cristal photonique monodimensionnel

Le calcul de la matrice T" a la puissance n fait intervenir ses valeurs propres.
Nous commencons donc par déterminer celles-ci, puis nous donnons I’expression de
la matrice de transfert a travers le cristal. Nous pourrons alors donner I'expression
des coefficients de réflexion et de transmission puis du champ électromagnétique
diffracté par le cristal photonique monodimensionnel.

3.5.1 Les valeurs propres de la matrice T’

La trace de la matrice 71" joue un role fondamental. En effet, si A est valeur propre
de la matrice 7', alors

det(T — M) =0 <= N\ = MrT +det T = \> — AT + 1 =0, (3.51)

ou tr'l' = Ty, + Ty est la trace de la matrice T et ou nous avons utilisé la pro-
priété (3.37). Autrement dit, les valeurs propres de la matrice 7" sont entiérement
déterminées par la trace de la matrice T'. L’équation (3.51) incite a définir la fonction

cosp =trT/2 avec ¢(w,ar) € [0, 7] U0, +00] V(w,a1) € R x K;. (3.52)

Alors, nous pouvons exprimer simplement les valeurs propres A4 a partir de la
fonction ¢. D’aprés (3.51,3.52),

det(T — A1) = 0 <= A\ = exp(Lip). (3.53)

Les valeurs propres de la matrice 1" nous permettront de faire le lien avec la premiére
partie dans la section 4.1.
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3.5.2 [Expression de la matrice de transfert a travers le cristal
Avec la notation (3.52), nous montrons que 1’expression de la matrice de transfert
a travers le cristal est

T" = I cos(ny) + (T — I cos QO)M VneN (3.54)

sin ¢

La matrice T™ étant, de méme que la matrice 7', infiniment dérivable, la fonction
sin(ngp)/ sin ¢ est définie par son prolongement analytique quand la fonction ¢ tend
vers 0 ou 7. En particulier, la fonction sin(ny)/sin ¢ tend vers n quand ¢ — 0 et
vers —n(—1)" quand ¢ — .

Preuve de I’égalité (3.54) Nous montrons 1’égalité (3.54) par récurrence. Pour n =1
légalité (3.54) est vraie puisque 7' = T'. Nous supposons que ’égalité (3.54) est vraie pour
n. Alors,

TnH = TT" = T cos(ng) + (T? — T cos ) Sl:lin;) .

En utilisant la propriété det T = 1, on montre que 7% = (t1T)T — I = (2cos¢)T — I.
Alors, aprés avoir remplacé T? par son expression en fonction de T et I, nous obtenons

T =T |cos(ny) + Ln.(ngo) cosp| — Iism.(mp)
sin ¢ sin ¢

sin[(n + 1)¢]
sin ¢

= Icos[(n+ 1)¢] + (T — I cosyp)

Alors I'égalité (3.54) est vraie pour n + 1. Nous pouvons donc conclure que 'égalité (3.54)
est vraie pour tout n € N\ {0}.

3.5.3 [Expression des coeflicients de transmission et de ré-
flexion

Nous remplagons la matrice 7™ par son expression (3.54) dans I’équation (3.50).
La solution du systéme obtenu est

/BU

= e cos(ny) + igs sin(ny)/sinp’
o _ Pecos(ng) + ipysin(ng)/sing (3.55)
" gecos(np) + igssin(ng)/sing’
ou
pe= (8= B4)/2, ps = (BB g + To1)/2 + i(B* + B (Th1 — Tos) /4, 556

qc = (5“ + 5(1)/2; qs = (5u5dT12 - T21)/2 + i(ﬁu - 5d)(T11 - T22)/4-

Enfin, nous donnons une propriété des coefficients de réflexion et de transmission
qui découlent immédiatement de celles de la matrice 7". Une conséquence de cette
propriété nous assure de l'existence de 'expression (3.55) des coefficients de trans-
mission et de réflexion.
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Propriété 3.4 La conservation du flux du vecteur de Poynting implique que

VY € N: (BBt + |r*)? = 1. (3.57)

Conséquence de la propriété 3.4 Le dénominateur présent dans l’expression
(3.55) des coefficients de transmission t& et de réflevion r* n’est jamais nul. En
effet, d’apres (3.57),

.. . 2
V € N: |ge.cos(ng) +igsin(ng)/sing |~ > g4 (3.58)
Preuve de la propriété 3.4 Le flux du vecteur de Poynting & travers 'interface plane
d’altitude z3 = 0 est égal a celui & travers l'interface plane d’altitude x3 = —nhsz. D’aprés
(3.39,3.50),

tz 7 tfl _ 1472 7 147¢
—iplty || —iB | ) - —ipt =) || S8 A=) |/

ot (-,-)¢c= est le produit scalaire dans C? et ot 'expression de la matrice .J est (3.38). Il
suffit de développer cette derniére égalité pour montrer ’égalité (3.57).

3.5.4 Expression du champ électromagnétique diffracté par
le cristal photonique monodimensionnel

Soient U" et UZ les restrictions de la deuxiéme composante du champ électroma-
gnétique dans le superstrat et dans le substrat. Ces fonctions s’expriment & partir
de la transformée de Fourier inverse (3.17) des fonctions U* et U¢. Alors, d’aprés
(3.45), la fonction U* se compose d’une partie incidente U et d’une partie réfléchie
Ur et la fonction U¢ se réduit a sa partie transmise Uy

U'=U'+U" Ya3>0 et Ul=U! Va3 < —nhs. (3.59)

D’aprés 'expression (3.46) de la fonction U ¢ DIexpression du champ incident est pour
tout z; € R, pour tout z3 > 0:

Ut (zy,13) = /K A(ay) exp{iw|onz — a3 (aq)z3]} doy. (3.60)

Enfin, d’aprés I'expression (3.48) des fonctions [772 et (75, I'expression du champ
électromagnétique diffracté par le cristal constitué de n couches élémentaires est
pour tout x; € R, x3 < —nhs:

Ul(xy,23) = / Ayt (ay) expliw[anzy — ad(a) (w3 + nh3)]} day,  (3.61)
K3
et pour tout r1 € R, 23 > 0:

Uy (x,x3) = Alan)ri(aq) expliw]aizy + ag(oq)s3]} doy, (3.62)
K
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3.6 Conclusion

Nous avons présenté un modéle qui permet de décrire fidélement la diffraction
par un cristal photonique monodimensionnel. Le point de départ de notre modéle
est constitué par les équations de Maxwell harmoniques (4). Nous avons présenté
toutes les hypothéses que nous avons faites pour obtenir le meilleur compromis entre
le réalisme de la description et la simplicité des calculs.

Nous avons donné I'expression de la solution des équations de Maxwell en pré-
sence d’un cristal photonique monodimensionnel constitué de n couches élémen-
taires. La partie inconnue de cette solution (ou champ diffracté) est composée du
champ transmis U! et du champ réfléchi U”. L’expression (3.62,3.61) du champ
diffracté est déterminée par les coefficients de transmission t¢ et de réflexion 7%,
L’expression (3.55) de ces coefficients fait intervenir les paramétres du superstrat,
du substrat, de la matrice de transfert a travers la couche élémentaire du cristal (la
matrice T), et le nombre de couches élémentaires n.

L’expression du champ électromagnétique que nous avons obtenue est trop com-
plexe pour pouvoir déterminer le comportement du champ diffracté. C’est pourquoi
nous adoptons la démarche qui consiste a faire tendre I’épaisseur du cristal photo-
nique vers l'infini: 'expression du champ électromagnétique se trouve alors simpli-
fiee. Nous déterminons les propriétés de ce champ électromagnétique limite dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 4

Propriétés du champ diffracté a la
limite thermodynamique

Dans ce chapitre, nous étudions la limite du champ diffracté par le cristal pho-
tonique quand le nombre n de couches élémentaires tend vers 'infini (ou limite
thermodynamique). Les dimensions du cristal deviennent alors trés grandes devant
la longueur d’onde du champ électromagnétique. C’est pourquoi notre interprétation
des propriétés du cristal sera largement inspirée de 'optique géométrique. En parti-
culier, nous montrons dans ce chapitre que 'influence des interfaces planes séparant
le cristal du milieu extérieur peut étre interprétée par la théorie des rayons.

D’apreés le chapitre 3, le champ diffracté est représenté par les fonctions U} et U’ :
ces fonctions sont déterminées par les coefficients de transmission ¢ et de réflexion
Th.

Nous étudions la convergence simple des coefficients de transmission t¢ et de
réflexion r} dans la section 4.2. Cette notion de convergence consiste a fixer la
variable a; € K (la fréquence w étant toujours fixée dans cette deuxiéme partie) et
a étudier les suites de complexes {r’(cy) |n € N} et {t4(ay)|n € N}.

Cette premiére approche nous permettra de déterminer le domaine ou le cristal
se comporte comme un miroir parfait (ou domaine interdit) et le domaine ou le
cristal est toujours transparent (ou domaine de transparence).

Cette approche nous permettra également de faire le lien avec les résultats établis
dans la premiére partie que nous aurons appliqués dans le cas particulier du cristal
photonique monodimensionnel dans la section 4.1.

Enfin, nous verrons qu’avec cette approche les coefficients de transmission ¢ et
de réflexion r! ne posseédent pas de limite simple dans le domaine de transparence.

C’est pourquoi nous emploierons d’autres notions de convergence ; nous étudie-
rons directement la convergence des fonctions Ul et U! représentant le champ dif-
fracté dans la section 4.4. D’aprés les hypothéses (3.17,3.18) que nous avons faites
sur le champ électromagnétique, les fonctions Uf et U sont uniformément bornées
(par rapport aux variables z; € R, 23 < —nhgs pour U} et par rapport aux variables
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x1 € Rizz > 0 pour U)). Il semble alors naturel d’étudier la convergence uniforme
des fonctions U! et U”. 1l apparait que le résultat que nous obtenons n’est pas tota-
lement satisfaisant : nous n’obtenons la convergence uniforme que sur tout ensemble
compact inclus dans le substrat pour U!. et inclus dans le superstrat pour U’. Nous
nalyserons physiquement notre résultat.

Ensuite, nous étudierons la convergence en moyenne quadratique des fonctions
Ul et Ur. Nous montrerons le résultat suivant: les fonctions UL et U représentant
le champ diffracté ne possédent pas de limite en moyenne quadratique. Ce résultat
négatif nous incitera donc a étudier la convergence de grandeur physiques scalaires.

Nous étudierons la limite du flux du vecteur de Poynting dans la section 4.5. Nous
déterminerons alors l'influence des interfaces planes séparant le cristal du milieu
extérieur. Nous montrerons que le comportement du champ électromagnétique en
présence du cristal peut étre interprété par la théorie des rayons. Nous pourrons
également justifier 'interprétation de la limite uniforme sur tout compact du champ
réfléchi.

Enfin, nous étudierons la limite du centre de I’énergie du champ électromagné-
tique diffracté dans la section 4.6. Cette étude permet de rassembler de fagon co-
hérente les résultats sur la trajectoire du champ électromagnétique dans le cristal
et 'interprétation de I'influence des interfaces planes séparant le cristal du milieu
extérieur.

Nous récapitulerons les résultats importants de ce chapitre dans la section 4.7.

Dans tout ce chapitre, nous utilisons un lemme fondamental que nous énoncons
dans la section 4.3 (la preuve de ce lemme est reportée dans annexe A).

4.1 Le domaine de transparence et le domaine in-
terdit dans un cristal photonique monodimen-
sionnel parfait

Dans cette section 4.1, nous revenons au modéle que nous avons étudié dans la
premiére partie; nous déterminons la relation de dispersion dans un cristal photo-
nique monodimensionnel parfait. Nous pourrons alors définir les domaines de trans-
parence et interdit a partir du modéle du cristal parfait.

4.1.1 La relation de dispersion

Nous nous placons dans le modéle de la premiére partie: nous considérons alors
un cristal périodique dans les directions e; et e3 (son épaisseur est infinie). Le carac-
tere périodique dans la direction e, est artificiel puisque le cristal est en fait invariant
dans la direction e; ; nous pouvons choisir arbitrairement la période spatiale (fictive)
dans la direction e;. Soit hy cette période. Alors, les vecteurs de la base du réseau



Chapitre 4. Propriétés du champ diffracté a la limite thermodynamique 7

I' (1.2) et de la base réciproque (1.3) sont
d1 = h161, d3 = h3€3, d)lk = (27T/h1)61 et d§ = (27T/h3)63. (41)

Supposons que la matrice T' posséde une valeur propre exp(i¢) de module 1. Soit
F,(0) le vecteur propre associé. Alors, le vecteur F, : (z1,23) — exp(iwoqz;) X
P(x3,0)F,(0) vérifie pour tout =, z3 € R:

F,(z1 + hy,x3) = exp(i2nky) F, (x1,23) avec ki = waihy/(27),

(4.2)
F,(x1,x3 + h3) = exp(i2rks) F,(z1,23) avec ks = —¢/(27).

Nous justifions la deuxiéme partie de cette relation (4.2). D’aprés la définition (3.22) des
matrices de transfert,

Vas € R: Fy(w3 + hg) = P(xs + hs, ha) T~ F,(0) = P23 + hs, hs) exp(—ip) F,(0).
D’aprés la périodicité des fonctions € et u, P(z3 + hs, h3) = P(z3,0). Alors,

Vas € R: F,(xs + hs) = exp(—ip) P(z3,0)F,(0) = exp(—ip)F,(zs3).

Nous avons montré la deuxiéme partie de la relation (4.2).

Nous choisissons la période h; suffisamment petite pour que la variable «a; puisse
décrire 'ensemble K (3.15): hy < 7/(way). D’aprés (4.2,3.26), le vecteur F, est
une fonction de Bloch solution des équations de Maxwell. Ce vecteur permet donc
de définir un vecteur propre de I'opérateur M(kq, k3) (nous avons défini I'opérateur
M(ky, ko, k3) dans la section 2.2.3). D’aprés (3.52,3.53), la matrice T posséde une
valeur propre de module 1 si |2 cos¢| = [trT(w, )| < 2. Alors, pour tout w € R et
pour tout ki, k3 € [—1/2,1/2]:

w € o(M(k1,ks)) <= 2cos(2mks) = trT [w, 2k [ (whi)]. (4.3)

Cette relation 2 cos(2mks) = trT [w, 27k /(wh1)] qui relie la fréquence w et le vecteur
k réduit a ses deux composantes (ki,ks3) est la relation de dispersion du cristal
photonique monodimensionnel [31, section XIII.16].

Désormais, nous n’indiquerons plus la dépendance en fréquence de la matrice T':
pour tout w € R fixé et pour tout a; € K; nous notons T'(c) la matrice T'(w, ).

4.1.2 Définition des domaines de transparence et interdit

Pour chaque fréquence w fixée nous réalisons une partition de ’ensemble K
suivant qu’il existe des fonctions de Bloch solution des équations de Maxwell dans
le cristal ou pas. Soient

G ={a € Ki | |tT(ar)/2| > 1},
A= {o € K; | |t1T(en)/2] = 1}, (4.4)
B ={o € K | |ttT(e1)/2] < 1}.
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D’apreés la relation de dispersion (4.3), I'ensemble G correspond aux valeurs de oy
pour lesquelles il n’existe pas de fonction de Bloch solution des équations de Max-
well dans le cristal : nous appelons cet ensemble le domaine interdit. L’ensemble B
correspond aux valeurs de a; pour lesquelles il existe des fonctions de Bloch solution
des équations de Maxwell dans le cristal : nous appelons cet ensemble le domaine de
transparence. Enfin, ’ensemble Aq constitue la frontiére entre le domaine interdit
G et le domaine de transparence B.

4.2 Le domaine de transparence et le domaine in-
terdit dans un cristal photonique monodimen-
sionnel a la limite thermodynamique

Dans cette section 4.2, nous déterminons le domaine de transparence et le do-
maine interdit des cristaux photoniques monodimensionnels & la limite thermodyna-
mique. Pour cela, nous étudions la convergence simple des coefficients de transmis-
sion ¢ et de réflexion r%. Nous pourrons alors vérifier que les domaines de transpa-
rence et interdit établis & partir des deux différents modeles (cristal parfait et cristal
a la limite thermodynamique) coincident.

4.2.1 Limite simple des coefficients de transmission et de ré-
flexion

Les coefficients de transmission ¢ et de réflexion 7 se comportent differemment
suivant que la variable oy se trouve dans le domaine interdit G ou dans le domaine
de transparence B ; nous séparons ces deux cas.

Théoréme 4.1 (i) Dans le domaine interdit G, les coefficients de transmision t2
et de réflexion r convergent simplement. La limite de tS est 0 et la limite de r® est
de module 1.

Va, € G: Jgﬁtz(al) =0 et nlgl;) r(aq) = 53523 4__23533 : (4.5)
ol
ﬁ (al) _ sin (,0(&1) _ Z,Tu(&l) — TQQ(al) c iR (46)

B T12(CY1) 2T12(CY1)

(ii) Dans le domaine de transparence B, le coefficient de transmission t& n’est jamais
nul.

B ()
qe(a1) + [gs(a1)]/ sin ()

Vo, € B,YneN: [th(a)] >

> 0. (4.7)
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Preuve du théroréme 4.1 (i) D’aprés la définition (4.4) du domaine interdit et la
relation (3.52), la fonction ¢ est imaginaire pure: p(a;) = i|p(ay)| pour tout a; € G.
Alors, dans le domaine interdit,

cos(ng) ~_(1/2)exp(nlel) et sin(ng) ~ (i/2)exp(nlo]). (48)

Nous remplacons les fonctions cos(ng) et sin(n¢g) par leur équivalent (4.8) dans ’expression
(3.55) des coefficients t¢ et 7. Alors, dans le domaine interdit,

23" exp(—nl¢p|) ot pu Pe — Ps/sing

td ~ .
n— oo qc—qs/singo " p—oo qc—qs/sin(p

o (4.9)
Cette derniére estimation montre que le coefficient de transmission t¢ tend de facon
exponentielle vers 0 quand le nombre de couches élémentaires n tend vers 'infini. Enfin,
en utilisant la propriété (3.37) et la relation (3.52), on peut montrer que 1’équivalent (4.9)
est exactement ’expression (4.5) de la limite du coefficient de réflexion r.

Preuve du théoréme 4.1 (ii) D’apreés la définition (4.4) du domaine de transparence
et la relation (3.52), la fonction ¢ est réelle: p(ay) = |p(a1)| pour tout ay € B. Alors, pour
tout n € N: |cos(ng)| < 1 et |sin(ny)| < 1. Nous pouvons alors majorer le dénominateur
du coefficient de transmission ¢ dans le domaine interdit.

Vn € N: |g.cos(ny) + igs sin(ny)/ sinp| < q. + |gs|/ sin ¢. (4.10)

Alors, d’aprés Iexpression (3.55) du coefficient de transmission #¢, nous pouvons conclure
que le module de celui-ci est majoré par la fonction strictement positive (4.7) indépendante
du nombre n de couches élémentaires.

Le théoréme 4.1 nous indique que les deux modéles (cristal parfait et cristal a la
limite thermodynamique) que nous utilisons donnent des résultats cohérents.

Dans le domaine interdit, il n’existe pas de fonction de Bloch solution des équa-
tions de Maxwell dans le cristal ; nous pouvons en déduire que le champ électroma-
gnétique ne peut pas se propager a l'intérieur du cristal. Nous imaginons que si nous
éclairons le cristal par un champ incident, alors, ne pouvant pénétrer dans le cristal,
ce champ sera totalement réfléchi: le cristal se comporte comme un miroir parfait.
C’est exactement ce que nous indique le théoréme 4.1 (i) : la limite du coefficient de
transmission est nulle et la limite du coefficient de réflexion est de module 1.

Dans le domaine de transparence, il existe des fonctions de Bloch solution des
équations de Maxwell. Le champ électromagnétique peut se propager a l'intérieur du
cristal : le cristal photonique se comporte comme un milieu transparent. Le théoréme
4.1 (ii) va également dans ce sens; le coefficient de transmission est majoré par une
fonction strictement positive indépendante du nombre n de couches élémentaires.

Le théoréme 4.1 nous indique que, dans le domaine interdit, I’expression du co-
efficient de réflexion limite (4.5) ne dépend pas des paramétres du substrat. Cela
n’est pas étonnant puisque, dans le domaine interdit, le champ électromagnétique
est principalement localisé dans le superstrat et est nul dans le substrat : le substrat
n’a aucune influence sur le champ électromagnétique.
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Nous n’avons pas précisé le comportement des coefficients de transmission et de
réflexion sur la frontiére Aj. Cette frontiére se scinde en deux parties [49, 48]: une
premiére partie entre dans le domaine interdit (le coefficient de transmission limite
est nul) et la deuxiéme partie entre dans le domaine de transparence (le coefficient de
transmission n’est jamais nul). Nous pouvons nous passer de I’étude de la frontiére
Ay puisque cet ensemble est de mesure nulle.

Al :/ day = 0. (4.11)
Ap

Nous justifions que I’ensemble Ag est de mesure nulle. D’aprés la propriété 3.1, la matrice
T (et donc la trace de matrice T') est infiniment dérivable par rapport a la variable a;.
Alors, soit la trace de la matrice T' est une des deux constantes +2, soit la trace de la
matrice T' prend les valeurs +2 un nombre fini de fois dans le compact K. La trace de
la matrice T' n’étant pas constante (en fonction de la variable ay), 'ensemble Ag est un
ensemble fini de points: la frontiére Ag est donc de mesure nulle.

Enfin, il est clair que les coefficients de transmission et de réflexion ne possédent
pas de limite dans le domaine de transparence: les fonctions cos(ng) et sin(ny)
qui interviennent dans leur expression (3.55) oscillent lorsque le nombre de couches
élémentaires n tend vers l'infini. C’est pourquoi nous emploierons d’autres notions
de convergence dans la suite de ce chapitre.

Dans la section 4.2.2 suivante nous illustrons ce théoréme 4.1.

4.2.2 Illustration de la convergence simple des coefficients de
transmission et de réflexion

Données numériques de la figure 4.1 Nous considérons le cas particulier de
la couche élémentaire que nous avons définie dans la section 3.1. Le superstrat et le
substrat ont les méme propriétés que le vide. Soient £ la permittivité du vide et pq
la perméabilité du vide.

el=cl=¢q et p*=pu’= . (4.12)
Les valeurs numériques des constantes diélectriques £ et 5 des deux strates homo-
génes qui constituent la couche élémentaire sont

e1/eo = (1.45)% et ey/eq = (2.25) (4.13)

Nous avons choisi le premier indice diélectrique proche de celui du SiOs (environ
1.45 dans le domaine de I'optique et du proche infrarouge) et le deuxiéme indice
diélectrique proche de celui du TayOj5 (environ 2.25 dans le domaine de 1'optique et
du proche infrarouge). Ces matériaux ont des pertes négligeables dans le domaine
de T'optique et du proche infrarouge et sont couramment utilisés dans la fabrication
des cristaux photoniques monodimensionnels [58, 59]. Les deux strates ont méme
épaisseur optique :

hy/ET = (ha — h)y/E5 <= h = hay/E3/(V/E + VET). (4.14)
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G Ag B G Ag B
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tr'T/2 en fonction de oy /\/Eopo t4,|? en fonction de ay/\/Eofio

Fi1G. 4.1: Illustration du théoréme 4.1. Nous avons représenté sur la figure de gauche
la fonction trT/2 qui permet de définir les domaines interdit G et de transparence
B. Nous avons représenté sur la figure de droite le carré du module du coefficient de
transmission a travers un cristal constitué de n = 20 couches élémentaires.

Nous utiliserons toujours ces valeurs numériques pour la couche élémentaire dans
toute cette deuxiéme partie. Enfin, la valeur numérique de la fréquence et la polari-
sation (3.11) du champ sont

27 /(whsy/€otto) =3.96 et H,o=0 (polarisation TE). (4.15)

L’inverse de la fréquence normalisée, 27/(whs/Eofio), est égal au rapport de la
longueur d’onde sur I’épaisseur hs de la couche élémentaire.

Exemple numérique Nous avons représenté sur la figure 4.1 les fonctions tr7’/2
(a gauche) et [t4]? (a droite) en fonction de la variable normalisée o /\/Eqf. Cette
figure 4.1 illustre le résultat du théoréeme 4.1 pour un cristal constitué de n = 20
couches élémentaires : le carré du module du coefficient de transmission t9g est trés
proche de zéro dans le domaine interdit G et oscille sans jamais s’annuler dans le
domaine de transparence B.

4.3 Lemme fondamental

Dans cette section nous énoncons le lemme sur lequel repose l’ensemble des
résultats que nous allons montrer dans la suite de ce chapitre. La preuve de ce
lemme est reportée dans 'annexe A. Nous énoncerons ensuite une conséquence de
ce lemme que nous utiliserons également.
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Nous commencgons par définir des fonctions ¢ et r en rapport avec les coefficients
de réflexion et de transmission. Soient pour tout (v, ;) € [0,27] x K :

t(’U 0% ) = ﬂu((l/l)
YT gelan) cos v+ igy(ay) sin o/ sing(ay)
(4.16)
r(v, o) = pe(a) cosv + ips(ay) sinv/ sin p(a;)

qe(y) cos v + igs(ay) sinv/ sin (o)

L’expression des coefficients de transmission ¢4 et de réflexion 7% en fonction de ¢ et
rest: td(ay) = tlnp(ay), a1] et 7%(ay) = r[ng(ay), a;] pour tout n € N et pour tout
a1 € K. Soient € et €2, des domaines du plan complexe qui contiennent les images
des fonctions ¢ et 7. Soit ||3*/B%|« la norme uniforme de 5*/3%. Alors,

V(v,an) €[0,27] x Ky : ¢ (v,0q) € Q= {z € C| |2|* < 2||8*/8|| }-
(4.17)
V(v,an) €0,27] x Ky : 7 (v,01) € Qo= {2 € C| |2]* < 1}.

Nous montrons que les domaines ; et 2. contiennent les images des fonctions ¢ et r.
Nous ne pouvons pas utiliser la propriété 3.4 (conséquence (3.57) de la conservation du
flux de Poynting sur les coefficients t¢ et r%). Nous devons donc majorer directement les
fonctions t et r & partir des expressions (3.52,3.56) des fonctions ¢, p, s, gc €t gs et de la
propriété 3.2 (conséquence (3.37) de la conservation du flux de Poynting sur la matrice
7).

Pour tout (v,aq) € [0,27] x Ky : t(v,a1) € Q. Preuve D’aprés I'expression (4.16) de
la fonction t,

[t|> < 2B%/B% <= Vv € [0,27] : 284B? < 4|q. cosv + iqs sinv/ sin ¢|?.

Nous développons le membre de droite de cette inégalité et nous remplacons les fonctions
Des Ds, e €t qs par leur expression (3.56). Alors,

It|? < 26%/B% <= Vv e [0,27] : 26"[¢
S (6“)2{COS’U — [(TH — TQQ)/2] sinv/ sin (p}2
+ (8%)*{cosv + [(Th1 — Tez2) /2] sinv/ sinp}?

+ QBUBd{ COS2 v — [(Tll — T22)2/4 + T12T21:| sin2 ’U/ sin2 (p}

Les deux premiers termes du membre de droite de I'inégalité sont toujours positifs : nous
pouvons donc les éliminer. Nous remplacons cos? v par 1—sin? v et sin? ¢ par son expression
(3.52). Alors, aprés avoir divisé par la fonction strictement positive 23“3%, nous obtenons

t|? < 26"/t <= Vv e [0,2n] : 1 <1 — (1 = T11Tas + Th2T2;) sin? v/ sin? .
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Enfin, d’aprés la propriété 3.1, detT = Ty1T55 — T12T% = 1. Alors nous obtenons que
[t]? < 28%/B? <= 1 < 1, ce qui est toujours vrai. Nous avons montré que I’image de la
fonction t est contenue dans ;.

Pour tout (v,a;) € [0,27] X Ky : 7(v,a1) € Q,. Preuve D’aprés 'expression (4.16) de
la fonction r,

Ir|? <1 <= Vv e[0,2n]: |p.cosv + ipssinv/ sin |?
< |gecosv + igssin v/ sin p|?.

Nous développons les deux membres de cette inégalité. Nous remplacons les fonctions
De, Ps» e €t gs par leur expression (3.56) puis nous éliminons les termes qui se simplifient de
part et d’autre de I'inégalité. Enfin, nous regroupons ’ensemble des termes dans le premier
membre de I'inégalité. Aprés avoir divisé par la fonction strictement positive 3“3, nous
obtenons

Ir|> <1< Vv e0,2n]: —cos® v+ [(Thi1 — To2)?/4 + T12To1 ] sin® v/ sin® p < 0.
Nous remplagons cos? v par 1 —sin? v et nous utilisons ’expression (3.52) de sin® ¢. Alors,

|’f‘|2 <l<=Vve [0,27T] =14 (1 —T11T5 + T12T21) Sil’l2 U/ Sil’l2 p < 0.

Enfin, d’aprés la propriété 3.1, detT = Ty1T55 — T12T5 = 1. Alors nous obtenons que
|7 < 1 < —1 < 0, ce qui est toujours vrai. Nous avons montré que l'image de la
fonction r est contenue dans €2,.

Nous pouvons maintenant donner I’énoncé du lemme fondamental.

Lemme fondamental Soient f de ; x Q, dans C et g de B dans C des fonc-
tions continiment dérivables. Soient || f|loo, ||9llcos || |loo €t 1|0’ ||oc les normes uni-
formes des fonctions f et g et de leurs dérivées. Alors, pour tout € > 0, il existe

Ne([[flloos glloes 1 lloos 19'lloo) tel que s n = ne([| flloos [1gllo: I lloos ll9'llc) ==

\ | stentitanritan)dos — [ gl fctan)das | <e. (4.18)
Va, € B: fo(ay) = (27)7" 0 }f[t(v,ozl),r(v,al)] dv . (4.19)

Nous souhaitons préciser ce que nous entendons par “la fonction f est contint-
ment dérivable”. La fonction f est continiiment dérivable si ses dérivées partielles par
rapport aux quatre variables réelles R(t), 3(¢), R(r) et J(r) existent et sont conti-
nues. En particulier, les fonctions (¢,7) — ¢ et (¢,7) — T entrent dans le cadre du
lemme.

Nous avons souhaité préciser que l'entier n. dépend des normes uniformes || f|| .
1gl00, |/ |l €t ||¢']|co- En effet, cet énoncé, que nous pouvons qualifier de “primitit”,
sera nécessaire pour déterminer avec précision la limite uniforme du champ diffracté.
Nous énoncons immédiatement une conséquence de ce lemme.
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Conséquence du lemme fondamental Soient f une fonction contindiment dé-
rivable de Q; x €, dans C et g une fonction de carré sommable de B dans C. Alors,

lim [ g(a) f[t5 (), ()] dOélZ/g(Oél)foo(Oél)dal- (4.20)

n—oo B B

Preuve de la conséquence du lemme fondamental La fonction g étant de carré
sommable sur ’ensemble borné B, elle est aussi sommable sur B. Nous pouvons alors
approcher la fonction g par une fonction contintiment dérivable au sens de la norme des
fonctions sommables sur B. Soit, pour tout > 0, la fonction g, contintment dérivable
qui vérifie

/ lgn(ar) — glen)| dov < 1.
B

D’aprés les hypothéses du lemme, la fonction f est uniformément bornée. Alors, si nous
choisissons 7 = €/|| f|| oo,

‘/ g(al)f[tz(al)arﬁ(al)]dal—/ gn(a) fltd(en), r(an)] don | <e (4.21)
B

B

Nous pouvons alors utiliser le résultat du lemme fondamental avec la fonction contintiment
dérivable g,. Il existe n. tel que n > n, =

\ [ san ittt rianidas - [ ga(anfcan)dar | <e. (4.22)
B

B

Enfin, d’aprés sa définition (4.19), la fonction f., est de méme que la fonction f unifor-
mément bornée par || f||. Alors,

‘/ gn(a1) foo (1) doy —/ g(ar) foo(ar) dar | <||flleen =€ (4.23)
B B

11 suffit alors d’utiliser les trois inégalités (4.21,4.22.4.23) pour obtenir la preuve de la
conséquence (4.20).

4.4 Le champ diffracté a la limite thermodynamique

Dans cette section 4.4, nous déterminons la limite quand le nombre n de couches
élémentaires tend vers 'infini du champ diffracté par le cristal photonique monodi-
mensionnel.

D’aprés les hypothéses (3.17,3.18) que nous avons faites sur le champ électro-
magnétique, les fonctions U! et U’ sont uniformément bornées (par rapport aux
variables 1 € R, 23 < —nhg pour U! et par rapport aux variables z; € R x3 > 0
pour U"). La convergence en norme uniforme semble alors la notion de convergence
la mieux adaptée. Seulement, nous ne pouvons pas montrer la convergence uniforme
des fonctions U! et U!; nous montrerons que les fonctions U} et U! convergent
uniformément sur tout compact.

Nous analyserons alors notre résultat. Nous commencerons par examiner le flux
du vecteur de Poynting de la limite uniforme sur tout compact du champ diffracté.
Ensuite, nous interpréterons physiquement la limite uniforme sur tout compact du
champ réfléchi: nous définirons le coefficient de réflexion sur les interfaces planes
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séparant le cristal du milieu extérieur par analogie avec le coefficient de réflexion de
Fresnel sur un dioptre plan.

Enfin, nous étudierons la limite en moyenne quadratique des fonctions Uf et U :
nous montrerons que le champ diffracté par le cristal ne posséde pas de limite quand
le nombre n de couches élémentaires tend vers I'infini.

4.4.1 Limite uniforme sur tout compact du champ diffracté

Dans notre formulation, le superstrat est clairement défini pour tout n € N (le
superstrat est le demi-plan supérieur: {(z;,73) € R? | z; € R,x3 > 0}) et le substrat
est mobile. Une formulation analogue pourrait permettre de définir clairement le
substrat pour tout n € N. En effet, si nous placons le cristal dans le demi-plan
supérieur, le substrat est alors pour tout n € N le demi-plan inférieur: {(z;,x3) €
R? | z; € R, 3 < 0}. Nous supposons dans cette section 4.4.1 que le superstrat et le
substrat sont correctement définis.

Soit || - ||oo,x la norme uniforme dans ’ensemble des fonctions bornées sur le
compact X C R2. Alors, pour toute fonction V bornée sur le compact X C R?,

V] so,x — SUP {IV(z1,23)] | (21,23) € X} (4.24)

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat sur la convergence uniforme du
champ diffracté.

Théoréme 4.2 Les fonctions UL et U représentant le champ diffracté convergent
uniformément sur tout compact. La fonction U}, converge vers la fonction nulle et
la fonction U, converge vers une fonction que nous notons U". Pour tout compact
X inclus dans le substrat et pour tout compact X inclus dans le superstrat :

. t : r r
T UL o =0 et tim U707 =0, (4.25
ou pour tout x1 € R et pour tout x3 > 0:
U'(xqy,23) = / Aaq)r" (o) expliw[agzy + ay(aq)xs]} dayg (4.26)
K
avec
=0 (4.27)
p*+ B
ot

Vo€ Gt = oy = L B

Vo€ B flen) = fylen) = Ty - TR

(4.28)
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Preuve du théoréme 4.2 La méthode est identique pour démontrer la convergence
des fonctions Uf et U. Nous donnons une preuve du théoréme 4.2 pour la fonction U.
Nous séparons la partie de la fonction U, dans le domaine interdit G' de la partie dans le
domaine de transparence B. D’aprés I'expression (3.62), pour tout z1 € R et pour tout
Z3 Z 0:

Ur(zy,23) = /(;A(al)rz(al)exp{iw[alwl + af(a1)z3]} dan (4.29a)
+ /BA(al)rz(al) exp{iw[aiz1 + of (a1)z3]} day . (4.29D)

Convergence de la partie de la fonction U] dans le domaine interdit G  Nous
utilisons le théoréme 4.1. Le module de la fonction de la variable o se trouvant sous
le symbole intégrale (4.29a) est majoré par |A(a;y)| pour tout n € N. D’aprés (3.47),
lamplitude A est de carré sommable sur I’ensemble borné G. Alors, amplitude A est
aussi sommable sur G et nous pouvons utiliser le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue.

lim A(ay)ry(ar) expliw[arzy + af (a1)zs]} day
n—oo G

:/ Alan) [Jl_}n;o rﬁ(al)} exp{iw[arz1 + of (a1)z3]} day .
G

Nous utilisons le résultat (4.5) du théoréme 4.1. Nous obtenons alors exactement
Pexpression (4.26) de la partie de la fonction U™ dans le domaine interdit G.

Convergence de la partie de la fonction U] dans le domaine de transparence
B Nous utilisons le lemme de la section 4.3. D’apreés (3.47), amplitude A est de carré
sommable sur I’ensemble borné B. Alors, amplitude A est aussi sommable sur B et
nous pouvons I’approcher par une fonction continiiment dérivable au sens de la norme des
fonctions sommables sur G. Soit, pour tout € > 0, la fonction A, contintiment dérivable
qui vérifie

/ |Ae (Ckl) — A(Oél)| da1 S €. (430)
B
Soient g et g. les fonctions définies pour tout € > 0, 21 € R, 23 >0, a; € B:

g(x1,x3,01) = A(a1) expliw[aizy + af(ar)zs]},
. (4.31)
ge(T1,23,01) = Ac(ar) expliwfarzy + af (a1)x3]} .

La fonction g.(z1, z2,-) est, de méme que la fonction A, contintiment dérivable. Nous pou-
vons alors reproduire & l’identique le raisonnement de la section 4.3 pour prouver la consé-
quence (4.20) du lemme fondamental. Nous utilisons les trois inégalités (4.21,4.22.4.23) ou
nous avons remplacé les fonctions g et g, par les fonctions g(z1, x2, -) et ge(z1, 2, ). Alors,
il existe n. tel que n > n, —

‘/ g(atl,m,al)rZ(al)dal—/ g(z1, 22, 00)r" (1) day | < 3e, (4.32)
B B

ol nous avons utilisé le résultat (B.14) établi dans la section B.2 de ’annexe B et la
deéfinition (4.27) de la fonction r*. Le lemme fondamental nous indique que l’entier n. dé-
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pend de la norme uniforme de la fonction g.(x1,z2,-) et de sa dérivée par rapport a la
variable ay, (0g./0ay)(x1,a,-). D’aprés Pexpression (4.31) de la fonction g., pour tout
e>0,21 €R 23>0, € B:

(0ge/0n) (w1, w2, 0n)| = |AL () + Ae(on){iw[zy + (dof /don)(ar)zs]}] . (4.33)

Soient [|Acllco, ||ALllco €t ||da¥/dai]|eo les normes uniformes des fonctions A, AL et
da /day . Alors, nous pouvons majorer ||(0ge/0aq)(21,x2,)||s0, la norme uniforme de la
fonction (9g./0c1)(x1,x2, ). D’aprés (4.33), pour tout € > 0, 1 € R, 23 > 0:

10ge/0a1) (1,22, )loo < 1ALlloc + wa1l|Aclloo + wrsl|Aclloslldag /dan|lo - (4.34)

Soit X* un compact inclus dans le superstrat. Alors, d’aprés (4.34), nous pouvons majorer
la norme uniforme [[(0g./0a1)(x1, 2, ")||co indépendamment de (z;,z3) € X*. Dans ce
cas, ’entier n. est indépendant de (z1,z3) € X% Alors, d’aprés (4.32), n > n. =

Nous avons montré la convergence uniforme sur tout compact X inclus dans le superstrat
de la partie de la fonction U" dans le domaine de transparence B.

/g(xl,xa,m)rﬁ(al)dm—/ g(x1, 3, 00)7" (1) doy
B B

< 3e. (4.35)

oo, XU

Le résultat de notre théoréme 4.2 est incomplet : nous avons montré que le champ
diffracté converge uniformément sur tout compact. Nous ne pouvons pas montrer
la convergence uniforme des fonctions Uf et U!. En effet, avec notre méthode, ce
résultat exigerait de controler les variations des fonctions comme oy — exp(iwa 1)
ou ay — expliway(aq)zs]. Or, les variations de ces fonctions sont proportionnelles
a x, et a x3: nous ne pouvons pas controler ces variations quand x; ou x3 tend vers
I'infini. Deux raisons peuvent expliquer ce résultat incomplet.

Une premiére raison, extrinséque a notre modeéle, aurait une origine technique.
Dans ce cas, la méthode que nous avons utilisée dans ’annexe A pour prouver la
convergence des fonctions U/ et U] ne serait pas assez fine.

Une deuxiéme raison, intrinséque a notre modéle, aurait une origine physique.
Dans ce cas, notre modélisation ne serait pas adaptée dans le sens ou il serait im-
possible de prouver la convergence uniforme des fonctions U} et U". L’interprétation
physique du théoréme 4.2 que nous réalisons dans la section 4.4.2 suivante va dans
ce sens. C’est pourquoi nous étudions la convergence en moyenne quadratique des
fonctions Ul et Ul dans la section 4.4.4.

4.4.2 Interprétation physique du flux du vecteur de Poynting
de la limite uniforme du champ diffracté

Dans cette section nous interprétons physiquement le résultat du théoréme 4.2.
Nous concluons en particulier que le résultat de ce théoréme ne nous permet pas de
caractériser complétement les propriétés du champ diffracté par le cristal.

La conservation du flux du vecteur de Poynting implique que les coefficients de
transmission t¢ et de réflexion r¥ vérifient la relation (3.57) pour tout n € N. 1l
semble alors raisonnable d’exiger que la limite de ces coefficients que nous avons
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obtenue vérifient également cette relation.

Le flux du vecteur de Poynting dans le domaine interdit Nous avons déja
vu que, dans le domaine interdit G, la partie réelle de la fonction 5, (4.28) est
nulle. Alors, le carré du module de la limite (4.27) du coefficient de réflexion est
égal a 1. La limite (4.25) du coefficient de transmission étant nulle, la conséquence
(3.57) de la conservation du flux du vecteur de Poynting est vérifiée a la limite
thermodynamique.

Var € G : R[Bar)] = R[B (a1)] = 0 == 0+ () = 1. (4.36)

Le flux du vecteur de Poynting dans le domaine de transparence Dans le
domaine de transparence B, la partie réelle de la fonction (5, (4.28) est strictement
positive. Alors, le carré du module de la limite (4.27) du coefficient de réflexion est
strictement inférieur & 1. La limite (4.25) du coefficient de transmission étant nulle,
la conséquence (3.57) de la conservation du flux du vecteur de Poynting n’est pas
vérifiée a la limite thermodynamique.

Vo, € B:R[B(ar)] = R[B,(a1)] > 0= 0+ |r"(o)]* < 1. (4.37)

Interprétation physique Cette derniére remarque nous incite a penser que la
limite du champ électromagnétique que nous avons obtenue avec le théoréme 4.2 ne
contient pas la totalité du champ électromagnétique diffracté par le cristal.

Nous avons représenté sur la figure 4.2 un exemple qui vise a illustrer de fa-
con qualitative ce phénoméne ; seule I’allure générale du champ présente un intérét
dans cette section (les valeurs numériques des différents paramétres sont identiques
a celles de la section 4.5.4): nous pouvons remarquer sur la figure 4.2 de droite la
présence d’interférences (ou phénoméne de battement) a 'intérieur du cristal ; nous
n’avons pas déterminé la cause (physique ou numeérique) de ce phénoméne que nous
observerons dans toutes les illustrations de ce chapitre 4. Nous avons représenté sur
la figure 4.2 a gauche le champ réfléchi dans le compact X* inclus dans le super-
strat. Le nombre de couches élémentaires est suffisamment grand (n = 1000) pour
permettre au champ réfléchi de converger dans le compact X*. Nous avons repré-
sentée sur la figure 4.2 a droite le méme champ électromagnétique en présence du
méme cristal mais a une échelle deux fois plus petite. Nous nous apercevons alors
que le champ réfléchi ne se réduit pas a la partie que nous avons représenté sur
la figure 4.2 & gauche: le champ réfléchi comporte une partie supplémentaire qui,
d’apreés la figure 4.2 a droite, semble s’éloigner du compact X" en méme temps que
I'épaisseur du cristal (ou le nombre n de couches élémentaires) augmente. Tout in-
dique que cette partie supplémentaire “mobile” du champ réfléchi est repoussée a
I’infini quand le nombre n de couches élémentaires tend vers l'infini. Alors, quelque
soit le compact inclus dans le superstrat que nous choisissons, il existe un nombre
n de couches élémentaires suffisamment grand tel que cette partie supplémentaire
“mobile” se trouve a l'extérieur du compact. Cette partie supplémentaire “mobile”
échappe donc systématiquement a U”, la limite uniforme sur tout compact de U} .
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cristal

superstrat

cristal substrat

F1G. 4.2: Illustration du théoréme 4.2. Nous avons représenté sur la figure de gauche
le carré du module de la fonction U dans une partie du cristal et dans le domaine
compact X" inclus dans le superstrat. Nous avons représenté sur la figure de droite
le carré du module de la méme fonction U en présence du méme cristal avec une
échelle deuz fois plus petite. Le cadre en pointillés sur la figure de droite correspond a
la figure de gauche. L’échelle de gris est linéaire : la valeur 1.0 correspond a la valeur
mazimale du carré du module de la fonction U’ représentant le champ incident.

C’est certainement cette partie manquante qui explique la non-conservation (4.37)
du flux du vecteur de Poynting. Enfin, cette partie supplémentaire “mobile” peut
expliquer la difficulté de montrer la convergence uniforme de la fonction U; dans
tout le superstrat.

[’étude que nous réalisons peut étre reproduite a l'identique en considérant un
champ électromagnétique dépendant du temps. Nous mentionnons cette analogie
parce que nous pensons que considérer un champ électromagnétique dépendant du
temps est plus intuitif. Une étude identique montrerait la convergence uniforme
sur tout compact du champ électromagnétique diffracté par le cristal. Choisir un
compact consiste alors & considérer un intervalle de temps [0, 7].

Imaginons qu’une impulsion de lumiére frappe l'interface plane séparant le su-
perstrat du cristal a 'instant initial. Cette impulsion de lumiére va se séparer en
deux: une premiére partie sera réfléchie dans le superstrat et une deuxiéme par-
tie sera transmise dans le cristal. Il apparait alors clairement que si le cristal est
suffisamment épais (si ’épaisseur du cristal est supérieure au produit de la vitesse
de la lumiére dans le cristal avec le temps 7), la partie de I'impulsion de lumiére
transmise dans le cristal ne pourra pas atteindre l'interface plane séparant le cristal
du substrat dans l'intervalle de temps [0, 7]. Le champ transmis est alors nul et le
champ réfléchi se réduit a la partie de I'impulsion de lumiére réfléchie & l'instant
initial : ce champ transmis nul et ce champ réfléchi représentent la limite uniforme
sur le compact [0, 7] du champ diffracté. Cette limite uniforme sur le compact [0, 7]
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du champ diffracté est en accord avec le résultat (4.25) du théoréme 4.2.

Surtout, nous pouvons justifier physiquement que le champ diffracté ne peut pas
converger uniformément par rapport au temps. Pour cela nous supposons que le
champ diffracté converge uniformément par rapport au temps puis nous montrons
qu’il y a une contradiction. Nous considérons dans un premier temps un cristal
suffisamment épais pour que le champ diffracté soit proche de sa limite. L’épaisseur
du cristal étant fixée, le champ transmis n’est pas nul au bout d’un certain temps
7 (supérieur au rapport de I’épaisseur du cristal sur la vitesse de la lumiére dans
le cristal). Alors, la limite du champ transmis est non-nulle a l'instant 7. Or, si
nous considérons maintenant un cristal plus épais (dont I’épaisseur est supérieure
au produit de la vitesse de la lumiére dans le cristal avec le temps 7), alors le champ
transmis a travers ce cristal est nul a I'instant 7: la limite du champ transmis est
donc a la fois nulle et non-nulle a 'instant 7, d’ou la contradiction.

Cette analogie avec un champ électromagnétique dépendant du temps confirme
I’hypothése que le champ diffracté par le cristal ne converge pas uniformément dans
le superstrat et le substrat.

Enfin, d’aprés (4.36), la conservation du flux du vecteur de Poynting est vérifiée
dans le domaine interdit G. En effet, dans ce cas, notre raisonnement physique n’est
plus valable puisqu’il n’y a plus de partie transmise du champ électromagnétique
dans le cristal. Surtout, une lecture attentive de la preuve du théoréme 4.2 permet
de remarquer que la partie (4.29a) de la fonction U] dans le domaine interdit G
converge uniformément dans le superstrat vers la fonction U". Cette remarque nous
incite a supposer que si la partie (4.29b) de la fonction U] dans le domaine de
transparence B convergeait uniformément dans le superstrat, alors la conservation
du flux du vecteur de Poynting serait vérifiée dans le domaine de transparence B.

Conclusion Toutes ces remarques confirment ’hypothése que la limite du champ
diffracté que nous avons obtenue ne contient pas la totalité du champ diffracté.
Nous concluons alors que la limite uniforme sur tout compact du champ diffracté
ne permet pas de caractériser toutes les propriétés de celui-ci. Nous devons donc
compléter notre étude.

4.4.3 Interprétation physique de la limite du coefficient de
réflexion

Analogie avec le coefficient de réflexion de Fresnel L’expression (4.27) de
la limite 7* du coefficient de réflexion que nous avons donnée est analogue a celle du
coefficient de réflexion de Fresnel sur un dioptre plan (nous entendons par dioptre
plan I'interface plane séparant deux milieux homogénes remplissant chacun un demi-
espace). Surtout, dans le cas particulier ou la couche élémentaire est constituée
d’une unique strate homogeéne, expression (4.27) de r* coincide exactement avec
I’expression du coefficient de réflexion de Fresnel sur le dioptre plan séparant le
superstrat du milieu homogene constituant le cristal. Soient €; > 0 et puy > 0 deux
constantes réelles positives et 1y = p; en polarisation TE ou v; = £, en polarisation
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TM. Alors, d’aprés (4.27),

e(rz) =e1 et p(xz) =m Vaz€l[-hs0=r"= H, (4.38)

Va, € K : Bi(on) = wvy '/ e —a?. (4.39)

C’est pourquoi nous pensons que la limite (4.27) du coefficient de réflexion peut
étre interprétée comme le coefficient de réflexion sur 'interface plane séparant le
superstrat et le cristal semi-infini remplissant le demi-espace inférieur. Cette inter-
prétation utilise le fait remarquable que 'expression (4.27) de r* est indépendante
des parameétres du substrat. Nous pensons en effet que cette circonstance n’est pas
évidente puisque, dans la bande de transparence, le champ électromagnétique n’est
pas nul dans le substrat. Enfin, d’aprés (4.36,4.37), cette interprétation posséde
I’avantage supplémentaire de rendre compte de la présence du domaine interdit et
du domaine de transparence.

Dans la suite de cette section 4.4.4, nous déterminons ’expression de la limite
du coefficient de réflexion sur I'interface plane séparant le substrat et le cristal. Ce
coefficient de réflexion nous permettra de préciser la pertinence de cette analogie.

ou

I3 t%

/ o
/N

d
1 Ty

nh3

F1G. 4.3: Représentation du coefficient de réflexion sur l’interface plane séparant le
substrat du cristal.

Expression du coefficient de réflexion sur ’interface plane séparant le sub-
strat et le cristal Nous avons défini le coefficient de réflexion dans le superstrat
r¥ lorsque nous avons imposé la condition d’onde sortante aux limites du cristal
dans la section 3.4. Nous supposons ici que les sources qui créent le champ incident
sont situées dans le substrat (figure 4.3). Alors, de méme que dans la section 3.4, le
champ diffracté se compose d’une partie réfléchie et d’une partie transmise (figure
4.3). Le champ réfléchi dans le substrat est déterminé par le coefficient de réflexion
rd. De méme que pour le coefficient r¥, nous déterminons la limite du coefficient 74
quand le nombre n de couches élémentaires tend vers I'infini. Soit 7¢ cette limite.
Alors,

a_B' -8
B+ B’

(4.40)
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ou la fonction f est définie par (4.28).

Preuve de ’égalité (4.40) L’expression des fonctions ﬁ;‘ et Ug qui représentent le
champ total dans le superstrat et dans le substrat en présence du cristal constitué de n
couches élémentaires est
UY(-, z3) = AtY expliwalias) Vg >0,
Ut(-,3) = A expliwal(zs + nhs)] + Ar? exp[—iwad (zs + nhs)] V3 < —nhs.

Alors, d’aprés la définition (3.20) du vecteur F, 'équation aux limites du cristal (3.29)

devient
1+7d tu
o =T (4.41)
iB1(1 —rd) iut
Nous utilisons I'expression (3.39) de la matrice T 1. Alors I’équation (4.41) est équivalente
a
e Ty Tis | 14 rd
. ’nu ., — 22 12 o n J ] (442)
—ifute Ty Tn —ip%(1 —rp)

Cette équation (4.42) est semblable & ’équation (3.50) si nous permutons a la fois les
indices u et d d’une part et les coefficients T71 et Thy d’autre part. Nous pouvons alors
utiliser directement le résultat (4.27) et nous obtenons I'expression (4.40) du coefficient

rd.

Incohérences dans l'interprétation physique de la limite du coefficient de
réflexion L’expression (4.40) nous indique que la limite du coefficient de réflexion
dans le substrat s’exprime également a partir de la fonction . Pourtant, si nous
comparons les expressions (4.27) et (4.40), nous remarquons que les interfaces planes
séparant le cristal du superstrat et du substrat n’ont pas la méme influence sur
le champ électromagnétique. Cette différence est due a la partie imaginaire de la
fonction 5. D’aprés I'expression (4.28) de la fonction (3 et la propriété (3.41) de la
matrice T, la partie imaginaire de la fonction § s’annule si la couche élémentaire du
cristal est symétrique par rapport a un plan horizontal (cette circonstance n’est pas
étonnante puisque le cristal est alors lui-méme symétrique par rapport a un plan
horizontal). Mis a part ce cas particulier, les interfaces planes séparant le cristal
du superstrat et du substrat n’ont a priori pas la méme influence sur le champ
électromagnétique.

Cependant, nous pouvons remarquer que le module des coefficients r* et 74 est
indépendant du signe de la partie imaginaire de la fonction .

B' =Bl _|B=B| . |8 =B|_|8'=B
B+ B pe+ B B+ pi+ B

(4.43)

Ces relations nous indiquent que les interfaces planes séparant le cristal du superstrat
et du substrat ont la méme influence en énergie sur le champ électromagnétique. Ces
remarques indiquent que les coefficients de réflexion en énergie, |r*|? et |r?|?, sont
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vraisemblablement les quantités qui permettent de décrire I'influence des interfaces
planes séparant le milieu extérieur du cristal.

Nous pouvons donner d’autres raisons qui nous indiquent que les coefficients de
réflexion complexes r* et ¢ ont vraisemblablement peu de sens physique. Premiére-
ment, d’aprés (4.28), la partie imaginaire de la fonction (3 est en général non-nulle.
Les limites (4.27,4.40) des coefficients de réflexion sont alors en général complexes
dans la bande de transparence. Cette circonstance n’est pas satisfaisante physique-
ment puisque tous les matériaux que nous considérons sont sans pertes. En effet,
le coefficient de réflexion de Fresnel d’un dioptre plan séparant deux milieux ho-
mogenes sans pertes, est réel quand il n’est pas pas de module 1. Deuxiémement,
I’expression (4.26) inciterait a interpréter la fonction 5 comme une “constante de
propagation dans le cristal”. Seulement cette interprétation est fausse. En effet cette
“constante de propagation” [ n’a en général pas de rapport avec la composante k3
du vecteur k.

Récapitulation L’expression (4.27) et la propriété (4.38) de la limite du coeffi-
cient de réflexion complexe incitent & interpréter celle-ci comme le coefficient de ré-
flexion sur I'interface plane séparant le superstrat et le cristal semi-infini remplissant
le demi-espace inférieur. Pourtant, cette interprétation conduit a des conclusions qui
ne sont pas satisfaisantes physiquement.

Le carré du module de la limite du coefficient de réflexion complexe posséde tous
les avantages de celui-ci tout en évitant I’ensemble de ses incohérences. Nous pensons
donc que les coefficients de réflexion en énergie, |r*|? et |r?|?, sont vraisemblablement
les quantités qui permettent de décrire 'influence des interfaces planes séparant le
milieu extérieur du cristal.

Tous les arguments que nous avons développés pour montrer 1'incohérence de
I'interprétation physique de la limite du coefficient de réflexion complexe ne sont
plus valables dans au moins deux cas particuliers: dans le cas du dioptre plan (la
couche élémentaire est une strate homogéne) et dans le cas ou la fréquence w tend
vers zéro (le cristal se comporte comme un milieu homogéne anisotrope : c’est le cas
du dioptre plan). Dans ces deux cas (au moins), la limite du coefficient de réflexion
complexe peut étre interprétée physiquement.

Enfin, cette interprétation nous incite & examiner la limite du module carré du
coefficient de réflexion. C’est pourquoi nous étudions la limite en moyenne quadra-
tique du champ diffracté dans la section suivante 4.4.4.

4.4.4 Limite en moyenne quadratique du champ diffracté

D’aprés I’hypothése (3.13) que nous avons faite sur le champ électromagnétique,
les fonctions Ul (-, z3) et UL (-, z3) sont de carré sommable par rapport a la variable
z1. De méme que dans la section 4.4.1, la fonction U} (-, x3) est définie pour tout
x3 > 0 (le cristal est alors dans le demi-plan inférieur) et la fonction U}(-,x3) est
définie pour tout x3 < 0 (le cristal est alors dans le demi-plan supérieur). Soient
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(-,-)2 le produit scalaire et || - ||, la norme dans L?*(R, dz;; C).
YV, V'€ L*(R,dxy;C) : (V, V'), = / V(z))V'(21) dy . (4.44)
R
VV € L*(R, doy;C) : [|[V]3 = (V, V), . (4.45)

La convergence simple (4.5) des coefficients de transmission et de réflexion implique
que les parties (4.29a) des fonctions U! (-, z3) et UL (-, z3) dans le domaine interdit
G convergent en moyenne quadratique pour tout x3 ou elles sont définies (la preuve
de ce résultat est analogue a la premiére partie de la preuve du théoréme 4.2). Cest
pourquoi nous considérons les parties des fonctions U/ (-, x3) et Ul(-,x3) dans le
domaine de transparence B. Soient Ug, (-, x3) et Ug, (-, 23) ces parties. Pour tout
1 €R, 23 <0:

Ug’n(xl, x3) = / At (o) exp{iw[on s — af(ay)zs]} day, (4.46)
B
et pour tout ;1 € R, z3 > 0:
Ugin(arl, x3) = / A(an)ri(aq) exp{iw[onzy + ag(on)zs)} day . (4.47)
B

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat sur la convergence en moyenne
quadratique du champ diffracté.

Théoréme 4.3  Les fonctions Ug (-, x3) et Ug (-, x3) ne possédent pas de limite en
moyenne quadratique pour tout x3 ot elles sont définies (la convergence en moyenne
quadratique étant la convergence associée & la norme (4.45)).

Preuve du théoréme 4.3 Nous supposons que les fonctions Ug’n(',.’ﬂg) et Up (- 23)
possédent une limite en moyenne quadratique puis nous montrons qu’il y a une contradic-
tion. Soient UL (-, z3) et Ug(-,x3) ces limites. D’aprés (4.46,4.47), les fonctions UL (+, z3)
et Ug (-, z3) s’écrivent nécessairement pour tout z; € R, 23 <0:

Ub(21,23) = / Aot (ay) exp{iv[agz; — ad(ar)zs]} day (4.48)
B
et pour tout 1 € R, 23 > 0:
Ug(z1,23) = / Aar)rg(ar) expfiw[arzy + af (ar)x3]} day, (4.49)
B

Si les fonctions Ug’n(-, z3) et Up (-, x3) convergent en moyenne quadratique vers les fonc-
tions Uk (-, z3) et Ug(-,x3), alors, pour tout z3 ou elles sont défines,

Jim Vb 3) = Ub(oms) [, =0 et lim (|0, (o2) = U 23)][, = 0.
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Nous utilisons la définition (4.44) du produit scalaire associé a la norme || - ||2 et I'unitarité
de la transformation de Fourier dans L?(R,dz;;C). Alors,

lim / [A(on) Pt (o) — 19 (@) day = 0,
B

n—oQ

(4.50)
Jim /B|A(a1)|2|r}§(a1)—rg(a1)|2da1:o.

n—o0

Nous développons les fonctions sous les symboles intégrales dans les égalités (4.50):
[t — 42 = e[ + |2 — 4T — Thed ot g — 22 = [l 4 [l — s - T,
Nous pouvons alors utiliser la conséquence (4.20) du lemme fondamental et les résultats
(B.2,B.14,B.24,B.27) établis dans I'annexe B. Alors, aprés le passage a la limite dans les
égalités (4.50), nous obtenons

A(on) # 0= [t§(a1)® + I11(01) =0, (4.51)
A(ar) # 0= [rs (1) + Ira (1) — i (a1)7" (o) — T (e1)rt(en) = 0,
ou la fonction It ; est définie par (B.24), la fonction Ir; est définie par (B.27) et la
fonction 7* par (4.27). D’aprés leur expression (B.24) et (B.27), les fonctions Ity et Ip
vérifient

Vay € B: Iz (a1) >0 et Igi(ay) > |r*(aq))?. (4.52)
Alors, si nous combinons les égalités (4.51) et les inégalités (4.52) nous obtenons

Alor) # 0= [th(a)? <0 et [Jr(an)] — [r*(a)]]* < 0.
Nous avons obtenu une relation impossible pour chacune des fonctions t4 et r%. Nous
pouvons donc conclure que les fonctions U (-, 3) et Uk (-, z3) d’expression (4.48,4.49) ne

peuvent étre les limites en moyenne quadratique des fonctions Up (-, x3) et Ug (-, x3)
pour tout z3 oul elles sont définies.

Le théoréme 4.3 nous indique qu’il n’est vraisemblablement pas possible de prou-
ver la convergence du champ diffracté dans la bande de transparence B, quelque soit
la norme considérée. Le théoréme 4.3 va donc dans le sens du théoréme 4.2. Ce théo-
réeme achéve notre étude de la limite du champ diffracté par le cristal.

4.4.5 Conclusion

Nous avons étudié dans cette section 4.4 la convergence des fonctions U} et U
qui représentent le champ électromagnétique diffracté par le cristal constitué de n
couches élémentaires.

Les deux notions de convergence que nous avons utilisées vont dans le méme sens.
D’apreés le théoréme 4.3, le champ diffracté ne posséde pas de limite en moyenne
quadratique dans la bande de transparence B. D’aprés le théoréme 4.2, nous ne
pouvons pas montrer la convergence uniforme du champ diffracté dans la bande de
transparence B.

Nous avons étudié la convergence du champ diffracté par le cristal afin de com-
pléter 'étude de la limite simple des coefficients de transmission et de réflexion
dans la bande de transparence B. Les théorémes 4.2 et 4.3 apportent a priori peu
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d’informations supplémentaires sur les propriétés du champ diffracté a la limite ther-
modynamique dans la bande de transparence B. Néanmoins, le théoréme 4.3 nous
indique que notre modélisation n’est pas adaptée a ’étude de grandeurs physiques
représentées par des fonctions. La suite de ce chapitre 4 sera donc consacrée a 1’étude
de grandeurs physiques représentées par des quantités scalaires. Surtout, le théoréme
4.2 nous indique que le champ diffracté par le cristal converge uniformément sur tout
compact ; cette limite nous a permis de définir le coefficient de réflexion (4.27,4.40)
sur les interfaces planes séparant le cristal semi-infini du milieu extérieur.

Dans les sections suivantes de ce chapitre 4, nous étudions des grandeurs phy-
siques représentées par des quantités scalaires: nous étudions le flux du vecteur de
Poynting et le centre de la densité d’énergie électromagnétique. Nous montrerons
alors que le carré du module du coefficient de réflexion (sur les interfaces planes
séparant le cristal du milieu extérieur) est en tout point analogue au coefficient de
réflexion (sur un dioptre plan) en énergie de Fresnel.

4.5 Le flux du vecteur de Poynting a la limite ther-
modynamique

Dans cette section 4.5 nous étudions le flux de la partie réelle du vecteur de
Poynting a travers les interfaces planes séparant le cristal du milieu extérieur. Nous
commencons par donner I'expression de ce flux pour un cristal constitué de n couches
élémentaires, puis nous déterminons la limite de ce flux et enfin nous interprétons
physiquement le résultat.

4.5.1 Expression du flux du vecteur de Poynting

Le vecteur normal aux interfaces planes séparant le cristal du milieu extérieur
est le vecteur e3. Nous ne considérons donc que la troisiéme composante de la partie
réelle (E, x H,+E,x H,)/4 du vecteur de Poynting complexe. Soit T1,, 3 la troisiéme
composante de la partie réelle du vecteur de Poynting complexe. Alors, d’aprés la
définition (3.11) de la fonction U, I'expression de la fonction I, ;3 est dans tous les
cas de polarisation

I, 3 = i(4wv) " (UU — UdsU). (4.53)

Soient ®¥ et ®¢ les flux de la partie réelle du vecteur de Poynting & travers les inter-
faces planes séparant le cristal (constitué de n couches élémentaires) du superstrat
et du substrat.

@g:/l‘[wﬁ(xl,O) dr, et @fl:/ﬂwg(xl,—n%)dl"l- (4.54)
R R

Nous remplagons la fonction II, 3 par son expression (4.53) a partir de la fonction
U. Les fonctions U¥ et U¢ sont les restrictions de la fonction U dans le superstrat et
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dans le substrat : les fonctions U (-, 0) et U(-, —nh3) coincident donc avec les fonctions
UY(-,0) et U%(-, —nh3). Alors, 'expression (4.54) de ®% et ®¢ devient

B = (4! / (U0, T" — T 05U) (21, 0) das |
® (4.55)

Bl — (4w / (U907 — T 0,U%) (21, —nhg) da:
R

Nous exprimons les fonctions U¥ et U4 A partir des fonctions représentant les champs
incident, réfléchi et transmis: d’aprés (3.59), U¥ = U’ + U! et U? = UL. Enfin, nous
remplagons les fonctions U, U et U par leur expression (3.60,3.61,3.62). Alors,
d’aprés I'unitarité de la transformation de Fourier dans L?(R, dz;; C),

Pl = —P' + D7 et L= (4.56)

ou

i = (1/2) /K |A(ar)PB" (o) da
@t = (1/2) /K | Afan) 21 (00) 25 on) das (4.57)

o, = (1/2) /K | Aen)[*[r ()8 (o) devs .

Les scalaires @', ®! et ®” sont les flux du vecteur de Poynting associés aux champs
incident, transmis et réfléchi.

Enfin, nous vérifions que le flux du vecteur de Poynting a travers l'interface
séparant le cristal du superstrat est identique au flux du vecteur de Poynting a
travers l'interface séparant le cristal du substrat. D’aprés (3.57), les coefficients de
transmission et de réflexion vérifient 1'égalitée S9)td|* + 8%|r|? = B*. Alors, d’aprés
(4.56,4.57),

VneN:® + @ =" & " = P, (4.58)

4.5.2 Limite du flux du vecteur de Poynting

Nous déterminons la limite quand le nombre n de couches élémentaires tend vers
Iinfini des flux des vecteurs de Poynting associés aux champs transmis et réfléchi.

Théoréme 4.4 Les flur ®f et @7 des vecteurs de Poynting associés auzr champs
transmis et réfléchi convergent vers ®' et ®". Les limites ®' et ®" s’expriment a
partir du carré du module des coefficients de réflexion r* et r¢ d’expression (4.27)

et (4.40).
lim & = &' et lim & = @", (4.59)

n—oo n—oo
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Pt = (1/2) / |A(en)PE4 (1) 8" () dov,

b (4.60)
@ = (1/2) /K |A(ar)PE" () B () dvr
B T I B o)

1— |Tu|2|7“d|2 1— |T“|2|Td|2

Preuve du théoréme 4.4 La méthode pour démontrer le théoréme 4.4 est identique a
celle utilisée pour démontrer les théorémes 4.2 et 4.3. Nous séparons les intégrales (4.57)
en deux parties: une partie dans le domaine interdit G et une partie dans le domaine
de transparence B. Pour la partie dans le domaine interdit G, nous utilisons le théoréme
de la convergence dominée de Lebesgue et la convergence simple (4.5) des coeflicients de
transmission t,, et de réflexion r,,. Pour la partie dans le domaine de transparence B, nous
utilisons la conséquence du lemme fondamental de la section 4.3 et les résultats (B.24,B.27)
établis dans 'annexe B.

Nous avons donné une expression (4.61) synthétique des fonctions £ et £". Dans
le domaine interdit G, le module des coefficients de réflexion 7% et 7¢ est égal a
1: le numérateur et le dénominateur de U'expression (4.61) des fonctions £ et £
s’annulent. Nous devons alors considérer la limite quand le module de 7% et r¢
tend vers 1. Pour cela, il suffit de remarquer que 1 — |r*|? < 1 — |[r*]?|r¢]> =
(1—|r*)?) /(1 — |r*?|r%?) < 1. Alors, d’aprés (4.61), 0 < E' < 1 — |r?]2 et donc

Var € G:E o) =0 et E(q)=1-E()=1. (4.62)

Enfin, le principal intérét (et aussi la principale difficulté) du théoréme 4.4 est de
remarquer que les fonctions £ et £” s’expriment a partir des coefficients de réflexion
en énergie |r*|? et |r¢|2. Nous interprétons physiquement cette propriété remarquable
dans la section 4.5.3 suivante.

4.5.3 Interprétation physique de la limite du flux du vecteur
de Poynting : la théorie des rayons

Développement en série des flux &' et " Nous interprétons Uexpression (4.61)
des fonctions E! et 7. D’aprés (4.37), la fonction |r¥[?|r?|? est strictement inférieure
a 1 dans le domaine de transparence B. Nous pouvons alors développer la fonction
1/(1 = |r*!|r%?) en une série géométrique.

o0

Vo€ B: ! =S (e Pl () 7] (4.63)

1= [re(aa) P[ré(an)|

m=1
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Alors, nous pouvons également développer les fonctions £! et £” en une série. D’aprés
(4.61,4.63),

E'=N &l et E =P+ Ey, (4.64)
m=1 m=1

ou

Vm € N\ {0} : &) = (L= ) (IrPlreP)™ =1 (1 = r9P)

(4.65)
O b N L R (i e D K O L O P

Vm e N\ {0} : €],

Contrairement & la série (4.63), U'expression (4.64) des fonctions £! et £ reste valable
dans le domaine interdit G. En effet, d’apres (4.65), &, (a1) = 0 et & ,(a1) =0
pour tout a; € G et pour tout m € N\ {0}. En reportant le développement (4.64)
des fonctions €' et £" dans 'expression (4.60), nous obtenons le développement en
série des flux @ et ®".

O = 300y et = (1/2) [ Al Plen) P + Y0y, (460
m=1 L m=1

ol

Vm € N\ {0} : &, (1/2)/}3 | A(an) PELy () B (n) dan
(4.67)

vm e N\ {0} : &,

(1/2) / |A(0n) €], (1) 8 (o) day

K

Interprétation physique: la théorie des rayons L’expression développée (4.66)
des flux ®! et ®" nous incite a interpréter le champ électromagnétique en présence du
cristal comme une série de rayons (figure 4.4). Dans cette interprétation, le champ
électromagnétique est initialement constitué d’un rayon incident se trouvant dans
le superstrat et se dirigeant vers le cristal. Lorsque ce rayon incident frappe la pre-
miére interface plane séparant le cristal du superstrat, il se sépare en deux rayons:
un premier rayon réfléchi dans le superstrat emportant la fraction d’énergie |r%|? et
un deuxiéme rayon transmis dans le cristal emportant la fraction d’énergie 1 — |r“|?
(figure 4.4). Alors, le phénoméne suivant se reproduit une infinité de fois: dés qu’'un
rayon frappe une interface, il se sépare en une partie réfléchie et une partie transmise.

Dans cette interprétation, les fonctions |r*|? et |r¢|? jouent le role des coefficients
de réflexion en énergie sur les interfaces planes séparant le cristal du superstrat et
du substrat. Ce sont bien entendu les fonctions 1 — [r[> et 1 — |r¢|? qui jouent le
role des coefficients de transmission en énergie sur les interfaces planes séparant le
cristal du superstrat et du substrat. Cette définition des coefficients de réflexion et
de transmission en énergie implique que la fraction d’énergie emportée par chaque
rayon coincide avec la définition (4.65) des fonctions ngm) et Sg"m) : par conséquent,
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D)

substrat . N

F1G. 4.4: Interprétation physique de la limite du flur du vecteur de Poynting: la
théorie des rayons. Nous avons noté <I>’" le premier terme du développement (4.66) :

D7) = (1/2) Jie, [A(@) P () P deus.

la fraction de flux emportée par chaque rayon coincide avec la définition (4.67) des
flux q)'ém) et Of,.

Nous avons représenté sur la figure 4.4 le champ électromagnétique comme une
série de rayons en présence d’un cristal d’épaisseur finie. En effet, le théoréme 4.4
nous assure que si le nombre n de couches élémentaires est suffisamment grand, les
flux ®! et @ sont trés proches de leur limites ® et " : alors, notre interprétation
est valable pour un cristal suffisamment épais.

Enfin, notre interprétation reste valable si le champ incident se trouve dans le
substrat. En effet, nous pouvons réécrire le développement (4.64,4.65) des fonctions
E' et £ en permutant les indices u et d. Le développement de la fonction £ est
alors identique au développement (4.64,4.65) et le développement de la fonction £"
devient

o0
E =P+ (=P P (P Py (= ) (4.68)
m=1
Alors, nous pouvons retenir la propriété suivante que nous jugeons remarquable.

Propriété 4.5 Les propriétés du cristal vis-a-vis du flux du vecteur de Poynting
du champ électromagnétique sont toujours semblables a celles d’une structure symé-
trique par rapport a un plan horizontal, méme si la couche élémentaire (et donc le
cristal) n’est pas symétrique par rapport & un plan horizontal.

Cette propriété 4.5 nous indique que les propriétés du cristal photonique sont
proches de celles d’'une couche “homogéne” & toutes les fréquences. En conclusion,
nous retiendrons de cette interprétation la propriété suivante.

Propriété 4.6 Les propriétés du cristal vis-a-vis du fluz du vecteur de Poynting du
champ électromagnétique peuvent étre qualitativement interprétées par la théorie des
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rayons. Quantitativement, les coefficients de réflexion en énergie sur les interfaces
planes séparant le cristal du superstrat et du substrat sont les fonctions |r*[* et |r?|?
d’expression (4.27) et (4.40). La limite uniforme sur tout compact (4.26) du champ
électromagnétique réfléchi joue donc le réle du champ électromagnétique réfléchi sur
le cristal photonique semi-infini dans la théorie des rayons.

4.5.4 Illustration de la théorie des rayons: exemple numé-
rique

Données numériques de la figure 4.5 Nous considérons le cas particulier de la
couche élémentaire que nous avons définie dans la section 3.1. De méme que dans
la section 4.2.2, les fonctions € et p ont pour valeurs numériques (4.12,4.13) et les
deux strates constituant la couche élémentaire ont méme épaisseur optique (4.14).
Le cristal est constitué de

n = 1000 (4.69)

couches élémentaires. La valeur numérique de la fréquence et la polarisation (3.11)
du champ sont

21 [(whsv/€opto) = 3.96 et H,o=0 (polarisation TE). (4.70)

Nous avons choisi cette valeur particuliére de la fréquence normalisée pour avoir le
coefficient de réflexion en énergie égal a 0.5 pour un angle d’incidence de 30 degrés.

[7"(ag)]* = 0.5 avec ag/\/Eofto = sinfy = 0.5. (4.71)

L’amplitude A qui définit (3.60) la fonction U’ représentant le champ incident est
une gaussienne centrée en oy = oy, de largeur spatiale L et de support K ,.

Vag € K, : A(en) = wL/ (27" ?) exp [ — (a1 — ag)?w?L? /4], )
Va, € K1\ K, : A(ay) =0,

ou
L=200h; et K, ={a;€Ki||og—ag <50/(wL)}. (4.73)

Nous avons choisi le support de 'amplitude A afin que la partie manquante de la
gaussienne soit négligeable.

Exemple numérique Nous avons représenté sur la figure 4.5 le carré du module
de la fonction U en échelle logarithmique. Nous pouvons remarquer immédiatement
que, qualitativement, le champ électromagnétique peut étre interprété comme une
série de rayons.

D’apreés les valeurs numériques que nous avons choisies, les fonctions |r*|? et |r
prennent la valeur 0.5 en g : |r%(ap)]? = |r%(ag)|? = 0.5. Alors, d’aprés (4.65),

u|2 d|2

Vm e N\ {0} : &, (a0) = 0.5*" et &, () = 0.5, (4.74)
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cristal

F1G. 4.5: Illustration da théorie des rayons. Nous avons représenté le carré du module
de la fonction U. L’échelle de gris est logarithmique: la valeur 1.0 correspond a
la valeur mazimale du carré du module de la fonction U' représentant le champ
incident.

D’aprés (4.73), la largeur en a; de 'amplitude A, inversement proportionnelle a la
largeur spatiale L, est trés petite; la fonction |A|? se comporte approximativement
comme la “fonction” de Dirac d(aq — ) (& une constante multiplicative prés) dans
les expressions (4.57) de ® et (4.67) de P,y et f,, . Alors,

Vm e N\ {0} : @, /P ~ & () et Bl /P~ &, (). (4.75)

Alors, nous pouvons estimer que chaque rayon transmis emporte la fraction de flux
(ou d’énergie) E(tm)(ao) et chaque rayon réflechi emporte la fraction de flux (ou
d’énergie) 5(’"m) (). La figure 4.5 nous permet de vérifier que chaque rayon emporte la
fraction d’énergie prédite par (4.74). En effet, la figure 4.5 nous permet de distinguer
qu’aprés un impact sur une interface, le nouveau rayon diffracté comprend tous les
niveaux de gris du précédent rayon diffracté sauf le niveau de gris le plus clair (le
nouveau rayon emporte deux fois moins d’énergie que le rayon précédent).

Cet exemple confirme donc que la théorie des rayons est une interprétation qui
permet de décrire qualitativement et quantitativement le champ diffracté par un
cristal suffisamment épais.

4.6 Le centre de I’énergie électromagnétique a la
limite thermodynamique

Dans cette section 4.6 nous étudions le centre de 1’énergie du champ électro-
magnétique diffracté par le cristal. Notre méthode est inspirée de celle utilisée pour
étudier les déplacements a la réflexion totale sur un dioptre plan (déplacement Goos-
Hénchen [56]).
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Nous commencons par donner I'expression de ce centre pour un cristal constitué
de n couches élémentaires, puis nous déterminons la limite de ce centre quand le
nombre n de couches élémentaires tend vers I’infini. Enfin nous interprétons physi-
quement le résultat: nous pourrons alors faire le lien avec 1’étude de la trajectoire
du champ électromagnétique que nous avons réalisée dans la premiére partie.

Les hypothéses que nous avons faites sur le champ électromagnétique dans la
section 3.2 ne permettent pas de garantir I’existence du centre de I’énergie électro-
magnétique. C’est pourquoi nous commencons par faire une quatriéme hypothése
sur le champ électromagnétique.

Hypothése I1.4 Nous supposons que 'amplitude A du champ électromagnétique
incident (3.46) est dérivable et que sa dérivée A’ est de carré sommable.

AI S LQ(Kl,dal;C’). (476)

4.6.1 Expression du centre de I’énergie électromagnétique

Nous définissons le centre de I’énergie électromagnétique a 'altitude 3 comme
la moyenne de I’abscisse x; pondérée par la densité d’énergie électromagnétique a
Paltitude x3. Soit w,, la densité d’énergie électromagnétique en régime harmonique:
w, = (e|E,|* + p|H,|?)/4. Alors, d’aprés la définition (3.11) de la fonction U,
I’expression de la fonction w,, est dans tous les cas de polarisation

w, = (4w?v) HW2ep|UP + 01U + 05U ). (4.77)

Soient w!, w’ et w! les densités d’énergie des champs incident, réfléchi et transmis:
les fonctions w' et w! sont définies dans le superstrat et la fonction w! est définie
dans le substrat. D’aprés (4.77),

wh = () (WPt (U U (5072 ),
= (d?) (WPt (U7 U P+ 105U ) (4.78)
wh = (4P~ (et UL+ 10U P+ 105U )

Soient Xi, X7, et X}, les centres de l'énergie électromagnétique associés aux
champs incident, réfléchi et transmis. Alors, pour tout z3 > 0:

/xlwi(xl,xg)dxl /xlw;(xl,xg)dxl
R et X7, (x3) = =% . (4.79)

T
/w x1,23) dxy /wn(xl,xg)dxl
R R

et pour tout z3 < —nhs:

/x (21, 23) dxy
R

/ wh (11, 23) day
R

z
Xl'g

(4.80)
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Cette expression des centres X?, X1, et Xf’n suppose a priori que ’énergie des
champs incident, réfléchi et transmis n’est pas nulle (les dénominateurs des ex-
pressions (4.79) et (4.80) ne sont pas nuls). Cette hypothése est vérifice dés que
Pamplitude A est différente de la fonction nulle.
C’est 'hypothése I11.4 qui garantit I’existence de cette expression des centres X?,
I, et X7 . En effet, d’aprés 'expression (3.60,3.61,3.62) des fonctions U, U et
Ul et 'hypothése (4.76), les fonctions 1 — x,U" (1, 23) et o1 — x,U" (xq,73)
sont de carré sommable pour tout 23 > 0, et la fonction z; — x,U! (21, 23) est de
carré sommable pour tout x3 < —nhs.

Nous transformons I'expression (4.79,4.80) des centres X{, X{ et X{ .

Nous présentons en détail la transformation du centre X! du champ incident. La trans-
formation des centres X7, et Xfm est identique. Nous remplacons la fonction w® par son
expression (4.78) dans l'expression (4.79) du centre X et nous utilisons la définition du
produit scalaire (4.44). Alors,

w26u/.£u<11?1Ui, UZ>2 + <1‘181Ui,81Ui)2 + <$183Ui,83Ui)2

Xi= n—_ . . . : ) 4.81
! w2eup (Ui, U, + (01U, 0,U)., + (33U°¢, 03U, (4.81)

A ce stade, Nous utilisons 1'unitarité de la transformation de Fourier dans L?(R,dz;;C).
Nous devons donc déterminer les transformées de Fourier de toutes les fonctions présentes
dans Pexpression (4.81). Pour toute fonction V' de carré sommable, nous notons V sa
transformée de Fourier (3.14). D’aprés I'expression (3.46) de la fonction U?, le module de
la fonction 8317 i est majoré indépendamment de la variable x5 par une fonction positive
et sommable.

Voy € K1,Va3>0: | (85U (1, z3) | = | A(an) |wag(a1). (4.82)

Nous pouvons donc utiliser le théoréme de dérivation sous le signe somme pour déterminer
Pexpression de la transformée de Fourier de la fonction 93U". Alors, d’aprés (3.60,3.46),

93U = 050" = iwaU'. (4.83)

D’aprés ’hypothése (3.16) que nous avons faite sur le champ électromagnétique, la fonction
U? est infiniment dérivable par rapport a la variable a; et toutes ses dérivées sont de carré
sommable. Alors, d’aprés (3.60),

HU" = iwa, U . (4.84)

Enfin, d’aprés les expressions (3.46,4.83,4.84) et ’hypothése (4.76), les fonctions ﬁi, @i,
6, U’ sont dérivables par rapport & la variable ; et leurs dérivées sont de carré sommable.
Alors, nous pouvons utiliser que

VYV =T, 8;U0%, 9,0 : 21V = (i/w)dV /0o, . (4.85)

Nous utilisons les relations (4.83,4.84,4.85) pour transformer l’expression (4.81). Nous ob-
tenons alors I'expression du centre X{ & partir de la seule fonction U*.

AU 0y ), [e i+ a2+ (a¥)2]Uy+ (U, [a1 + a¥(da¥ /don )| U,

! iw(U, [etut + a2 + (ad)2]U1),

(4.86)
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Nous pouvons simplifier cette derniére expression (4.86) du centre X{. En effet, d’aprés la
définition (3.43) de la fonction a¥,

a? + (a¥)? =evu* et a3 +ay(da¥/day) =0.

Alors, lexpression (4.86) du centre X{ devient

xi = {0091, U7), (4.87)
iw(U?, U?),

Cette derniére expression (4.87) du centre X{ nous indique que tout se passe comme si le
champ électromagnétique se réduisait a sa seule composante (suivant la deuxiéme direction)
U. La transformation des centres X| , et X aboutie a des expressions identiques a celle
(4.87) du centre X} si nous remplacons la fonction Ui par les fonctions ﬁg et ﬁfl Enfin,
nous remplacons la fonction Ui par son expression (3.46). Alors, pour tout z3 > 0:

(47, A)y (A(—dag/day), A),

L N I S (189

Nous remplagons la fonction U par la fonction ﬁfl dans ’expression (4.87) puis nous
remplagons la fonction U] par son expression (3.48). Alors, pour tout z3 > 0:

([0(Ary)/0an], Ary)y  (Ary(—dag/don), Ary),

X7 =
1.n(73) iw(Ary, Arit), e (Arl, Arh), ’

(4.89)

Nous remplagons la fonction Ut par la fonction ﬁfl dans Pexpression (4.87) puis nous
remplagons la fonction U! par son expression (3.48). Alors, pour tout z3 < —nhs:

(At}) /0], Aty),
iw (AL, L)

(At} (—dag/da, ), Aty),
(Atd, Atd), ’

X1, (23) = (19 — (23 + nhs) (4.90)

L’expression (4.88,4.89,4.90) que nous avons obtenue nous indique que les centres
i, X7, et X{, décrivent des droites (figure 4.6). Soient D', D} et D! les pentes
des droites décrites par les centres X?, 1n €t Xf’n. Alors, pour tout z3 > 0:

Xi(z3) = X{(0) + 23D et X[, (x3) = X7,(0) + 3D}, (4.91)
et pour tout x3 < —nhs:
X1, (x3) = X7, (—nhs) + (x5 + nhs)D,, (4.92)

L’étude du centre de I’énergie du champ diffracté se réduit donc a I’étude de la limite
des deux déplacements X7, (—nhs) — X{(0) et X7, (0) — X{(0), et des deux pentes
D! et D,

Notre étude de la section 4.4 sur la limite du champ diffracté nous indique que
I’ensemble du champ transmis et qu'une partie du champ réfléchi sont repoussés
a l'infini quand le nombre de couches élémentaires tend vers 'infini. Alors, les dé-
placements X{  (—nhs) — X{(0) et X7, (0) — X}(0) tendent vraisemblablement vers
I’infini quand le nombre n de couches élémentaires tend vers l'infini. C’est pourquoi
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Xi X;

nAX7y, Ln x3
T
o /o
h3I N
nh N
3 AXin \\\
\\
N @
¢
nAXl’n X!
N

FiG. 4.6: Représentation des droites décrites par les centres X1, X7, et X{, des
champs incident, réfiéchi et transmis.

il semble plus approprié de considérer le rapport de ces déplacements sur le nombre
n de couches élémentaires (figure 4.6). Soient AX{ et AX]  ces rapports.

Xt (=nh3) — XH0 X7 (0) — X0
AXf,n: 1,n( nhs) 1(0) ot AXT — ln() 1 ) (4.93)

n ’ n

4.6.2 Limite du centre de I’énergie électromagnétique

L’expression (4.80) du centre de I'énergie du champ transmis est normalisée par
I’énergie transmise. L’énergie transmise est susceptible de s’annuler a la limite si le
support de 'amplitude A est inclus dans le domaine interdit G. C’est pourquoi la
limite du centre X7, n’est valable que dans le cas ot la limite de I'énergie transmise
est non-nulle. D’aprés les expressions (4.90) du centre X{ et (4.57) du flux @}, la
limite de I’énergie transmise est non-nulle si et seulement si la limite ® (4.60) du
flux transmis est non-nulle.

Enfin, notre résultat sur la limite des déplacements AX{ et AXT  nécessite
une cinquiéme hypothése sur le champ électromagnétique.

Hypothése I1.5 Nous supposons que le produit de 'amplitude A avec la fonction
1/sin @ est de carré sommable sur ’ensemble K.

A/sing € L*(Ky,da; O). (4.94)

Cette hypothése implique que 'amplitude A doit tendre suffisamment rapidement
vers zéro quand la variable «y s’approche de la frontiére Ay. En effet, la fonction
sin ¢ s’annule systématiquement sur la frontiére Ay (et la fonction sin? ¢ s’annule
au moins aussi vite que (a; — ) si g € A).

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat sur la limite des centres des
champs transmis et réfléchi.
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Théoréme 4.7 (i) La pente D! de la trajectoire du centre du champ réfléchi
converge vers D" :

dod
[ HaeP e G2 @) don
lim D = D" = — 2 (4.95)
o | @R ) da
Ky

(ii) Si la limite ®' (4.60) du fluz transmis est non-nulle, alors la pente D de la
trajectoire du centre du champ transmis converge vers D' : ' # () —>

[ 1at0r et S S8 ) day

im D! t_ Bar) doy
lim D, =D'=+ / SR B7o) ™ (4.96)
B B en)

(iii) Si Uamplitude A vérifie les hypothéses (4.76,4.94), alors le déplacement AXT
converge vers AX7 @ (4.76,4.94) =

— oo
[ AP =) 5o ) don
lim AX], = AX] = h3 78 ! (4.97)
n—o0 ’
| AP e dos
Ky
ot pour tout oy € B :
u 2
= (o) = 2 [1— (1) 2] [r(an) 2 ¢t as(an) = — Tio(ay) <,0(Oz1)‘ (1.98)
[1= (o) P [r(as) 2] ! [Tia(on)] whs

(iv) Si la limite ®* (4.60) du fluz transmis est non-nulle et si l'amplitude A vérifie
les hypothéses (4.76,4.94), alors le déplacement AXY, converge vers AX{: ®' # 0

et (1.76.4.94) —
B (1) dag
| 1AteP 2t e 2

(Oq) d(l/l

lim AX!, = AX! = hy e ) (4.99)
e / |A Oél |28t Oél) ( ) dOél
ot pour tout oy € B :
1 — |pu 2 1— d 2 1 u 2 |.d 2
oy = L@ [ )R] [+ el b))

[1 = [r(en)[? [r(an)|?]
La preuve de ce théoréme 4.7 est identique aux preuves des théorémes 4.2, 4.3, et
4.4. Nous séparons les intégrales présentes dans les expressions (4.88,4.89,4.90) en
deux parties: une partie dans le domaine interdit G et une partie dans le domaine
de transparence B. Enfin, nous utilisons le théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue puis la convergence simple des coefficients ¢, et r, dans le domaine
interdit G et nous utilisons la conséquence du lemme fondamental de la section 4.3
dans la bande de transparence B. Nous ne présentons pas la preuve du théoréme
4.7, purement calculatoire et donc sans intérét (et plutot fastidieuse!).
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Remarque La dérivée de 'amplitude A n’apparait plus dans I'expression (4.97,
4.99) des limites AXT et AX} des déplacements. En effet, la fonction A’ apparait
dans des termes majorés indépendamment de n dans Iexpression (4.88,4.89,4.90) des
centres X', X7 et X{ : ce terme disparait donc dans les limites AX] et AX{ des
déplacements. Alors, nous pouvons définir les limites AXT et AX? des déplacements
pour une amplitude A qui ne vérifie pas ’hypothése (4.76) directement a partir des
expressions (4.97,4.99).

Remarque Les fonctions =" et =! que nous avons définies dans la bande de trans-
parence par (4.98,4.100) sont uniformément bornées par rapport a la variable aj.
En effet, il suffit de remarquer que 1 — [r*> < 1 — [r*)?|rd> = (1 — |r*]*)/(1 —
74 2[r4|?) < 1 (et de méme (1—|r¢?)/(1—|r¥[*|r¢]*) < 1). Alors, d’aprés (4.98,4.100),

Var € B:Z(ay) <2 et Zf(my) <2. (4.101)

Cela signifie que I'expression (4.97,4.99) des limites AX] et AX! des déplacements
est définie si la fonction |A[*(0a5/a;) est sommable sur la bande de transparence B.
D’aprés les définitions (4.98,3.52) des fonctions af et o, la fonction |A|?(0as/ay) est
sommable sur la bande de transparence B si et seulement si la fonction |A|?/sin ¢
est sommable sur la bande de transparence B:

/ A(an)[2/ sinp(ar) dar < 00 = AXT <00 et AX!<oo.  (4.102)
B

La fonction sin ¢ est infiniment dérivable dans 'ouvert B et s’annule sur la frontiére
Ay de B: nous examinons donc le comportement de la fonction sin ¢ au voisinage
de la frontiére Ay. Soit ag € Ay. D’aprés la définition (3.52) de la fonction ¢,
I’équivalent de la fonction sin ¢ en «q est

sin () Y V0w — ao| V(0T11 /0ar) () + 0Tz /D) (ag) - (4.103)

o1 —>

Alors, si la dérivée de la trace de la matrice T' ne s’annule pas sur la frontiére Ay, il
n’est pas nécessaire que 'amplitude A s’annule pour définir I'expression (4.97,4.99)
des limites AX] et AX! des déplacements: en particulier, 'amplitude A peut étre
seulement bornée au voisinage de la frontiére Ay. Nous pensons que cette remarque
est importante car certains phénomeénes intéressants se produisent au voisinage de
la frontiére Ay.

Pour conclure ces remarques, nous retiendrons la propriété suivante.

Propriété 4.8  L’expression (4.97,4.99) des limites AX] et AX! des déplace-
ments reste définie si nous remplagons les hypothéses (4.76,4.94) par la seule hypo-
these (4.102).

Enfin, le principal intérét (et aussi la principale difficulté) du théoréme 4.7 est de
remarquer que les fonctions Z" et = s’expriment a partir des coefficients de réflexion
en énergie [r*|? et |r?|?. Nous interprétons physiquement cette propriété remarquable
dans la section 4.6.3 suivante.
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4.6.3 Interprétation physique de la limite du centre de 1’éner-
gie : la vitesse de groupe

Cas particulier Pour pouvoir interpréter le théoréme 4.7, nous devons considérer

le cas particulier ou le carré du module |A|? de 'amplitude A se comporte approxi-

mativement comme la “fonction” de Dirac §(a; — ag) avec ag € B (c’est le cas de
’exemple numérique de la section 4.5.4).

|A(a)]? ~ 8(ar — ag) . (4.104)

Alors, 'expression (4.95,4.96,4.97,4.99) des limites des pentes et des déplacements
du théoréme 4.7 deviennent approximativement

dad = () Oas
DM~ — —3 AXT =~ h 3
d&l (QO) ’ 1 3 Sr(ag) aOél (a(]) ’
. Ht( Y (4.105)
« =" (ap) 0as
D~ +—2 AXLx~h —3
+ d&l (QO) ! 3 gt(&o) 8&1( 0)

Cette expression (4.105) des pentes D" et D' peut étre développée artificiellement
en une série de rayons: la pente D" peut s’écrire comme la moyenne de la constante
—(daj/don)(ao) pondérée par les fractions d’énergie £, \(ap) et la pente D" peut
s’écrire comme la moyenne de la constante (dag/ dal)(ao) ponderee par les fractions
d’énergie 8 (m) ( 0). Autrement dit, tous les rayons réfléchis ont la méme pente D7 et
tous les rayons transmis ont la méme pente D",

Développement en série des déplacements AX] et AX] D’aprés (4.105),
nous devons développer en série les fonctions =t et =" dans la bande de transparence
B. En utilisant que d[(1 — v)™]/dv = (1 — v)~2 pour v = |r*|?|r¢|?, nous obtenons
pour tout a; € B:

1

[1 — |r*(aq) P |re(an)

=" m | (o) Pl (en) 2] (4.106)

En utilisant que d[v/(1 —02)]/dv = (1+?)/(1—v?)? pour v = |r*r?|, nous obtenons
pour tout a; € B:

Sl L OV STV I o SR an)[Prt(a) 2] 4.107
= (o 2g o DIt (a.107)

Nous utilisons (4.106) pour développer I'expression (4.98) de la fonction =" et nous
utilisons (4.107) pour développer I'expression (4.100) de la fonction Zf. Alors, nous
pouvons exprimer les fonctions =" et Z! & partir des fractions d’énergie 8(’"m) et 8fm)
d’expression (4.65). Pour tout ay € B:

=) 2mE () et =) (2m—1)&, (). (4.108)
m=1 m=1
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Enfin, en utilisant les développements (4.65,4.108) des fonctions €7, £, =" et = nous
pouvons développer Pexpression (4.105) des déplacements AX] et AX? en série.

Z 5rm) (o) AX] (m) (cvo) Z 5fm) (ap) AXT (m) (cvo)
AXT =l et AX!~ =L ,
Z g(Tm) (Oé(]) Z g(tm) ((1/0)
m=1 m=1
(4.109)

ou pour tout m € N\ {0}:

0as

8(1/1

0af

9, (20
(4.110)

AX] oy (0) = 2mhs 3 (ag) et AXL . (ag) = (2m — 1)hg

Cette expression nous indique que les déplacements AX] et AX! peuvent se dé-
velopper comme une moyenne pondérée par les fractions d’énergie 8Z"m) et 5(tm)
Les fractions d’énergie 5(’"m) et 5fm) correspondent a I’énergie emportée par chaque
rayon : nous pouvons donc en déduire que le nombre AXf’(m)(Oéo) correspond au
déplacement du rayon réfléchi emportant la fraction d’énergie S(Tm) et que le nombre
AX i(m) (ap) correspond au déplacement rayon transmis emportant la fraction d’éner-
gie &£,

Nous examinons maintenant la fonction da§/0q; afin de caractériser les dépla-
cements AXT . (ap) et AX] .\ (ao) des rayons réfléchis et transmis.

Interprétation physique: la vitesse de groupe La fonction 775 ne s’annule
jamais dans la bande de transparence. En effet, d’aprés la propriété (3.37) et la
définition (3.52) de la fonction ¢: 1 = T Ty, — T1oTo1 = T1Th = —sin® ¢ —
(Ty1 — Ty)?/4 < 0 pour tout a; € B. Alors, la fonction Ty, /|T1»| qui intervient dans
’expression (4.98) de la fonction of est égale a la constante +1. D’aprés I'expression
(4.98) de la fonction of et la définition (4.2) du vecteur k = (k1, k3),

= T¢/(whs) = £21ks/(whs) et oy =27k /(why) . (4.111)

Alors, nous pouvons exprimer la fonction da§/da; a partir du vecteur k = (kq, k3) :

8a§ 8k3
8041 8k1

La relation de dispersion (4.3) permet de définir la vitesse de groupe Viw (2.42).
D’aprés la définition (4.1) de la base du réseau réciproque

ow ow ow ow
Vi :—d* d; = 2m/h — (27 /h 4.113
o = o di + 5 d5 = 2 (/) o1+ 5 (20 e (1113)
Soit #° ’angle entre le vecteur e3 et la vitesse de groupe (figure 4.7). D’apreés (3.1),
les vecteurs e; et e, sont orthogonaux et de norme 1. Alors,
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T3
Ow Vw
(27r/h3)8—k3 T = !
5 |
\
€1 i l T
% 3215 | Ow

F1G. 4.7: Relation entre la vitesse de groupe Viw et la fonction 0ag/0a; = tan 6.

sinf° = (Vyw) - e3/|Viw| et cosb = (Viw) - e1/|Viw| . (4.114)

Enfin, nous utilisons que la fréquence w est constante dans cette étude de la deuxiéme
partie. Alors, d’aprés la définition (4.114) de angle 6 et les expressions (4.112,4.113)
de la fonction 0a§/0ay et de la vitesse de groupe,

ow ow oas Oks
dw=0=—dk; + —dk 3 — +(hy/h3)—= = Ftan . 4.115
v akl ! + akg 3 — 8041 ( 1/ 3)81{)1 q: an ( )

Alors, d’aprés (4.110), nous pouvons exprimer les déplacements de AXi(m)(a(]) et

AX! (m)(ao) des rayons réfléchis et transmis a partir de la vitesse de groupe par
I'intermédiaire de I'angle 6°.

Vm e N\ {0} : AXT (o) = F2mhs tan 6°(ao) .
’ (4.116)
Vm € N\ {0} : AX{ (a0) = F(2m — 1)hz tan 6°(aq) .

Conclusion L’expression (4.116) que nous avons obtenue nous indique la dispo-
sition des différents rayons diffractés par le cristal. Nous pouvons déduire de cette
disposition des rayons diffractés la trajectoire des rayons dans le cristal (figure 4.8):
I’écart entre deux rayons diffractés successifs implique que la trajectoire des rayons a
I'intérieur du cristal coincide avec la vitesse de groupe (figure 4.8). Nous retrouvons
le résultat (2.57) de la section 2.2.5: la trajectoire du champ électromagnétique dans
le cristal coincide avec la vitesse de groupe en régime harmonique.

Enfin, les résultats de cette section 4.6.3 sont en parfait accord avec l'interpré-
tation de la section précédente ; I’étude du centre du champ diffracté confirme que
celui-ci peut étre interprété comme une série de rayons.

Cette étude du centre de I'énergie électromagnétique permet donc de rassembler
de facon cohérente les résultats sur la trajectoire du champ électromagnétique dans
le cristal (établis dans la section 2.2) et I'influence des interfaces planes séparant le
cristal du milieu extérieur (déterminée dans la section 4.5).

Nous pouvons maintenant compléter la figure 4.4 en précisant la position des
rayons diffractés ; nous avons représenté sur la figure 4.8 un champ électromagnétique
dont amplitude vérifie la condition (4.104) en présence d’un cristal suffisamment
épais.
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Vi Vi 7
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F1G. 4.8: Interprétation physique de la limite du centre de [’énergie : la vitesse de
groupe Viw.

Exemple numérique Nous nous contentons de vérifier que la trajectoire du
champ électromagnétique dans le cristal coincide avec la vitesse de groupe dans
I’exemple numérique de ce chapitre 4 : les valeurs numériques de tous les paramétres
sont identiques a celles de la section 4.5.4.

Nous avons représenté sur la figure 4.9 a gauche la relation de dispersion (4.3)
pour la fréquence (4.70). Nous avons choisi la période h; égale a la période hs: les

Fi1G. 4.9: La trajectoire du champ électromagnétique dans le cristal. Nous avons
représenté sur la figure de gauche la relation de dispersion dans le cristal et la vitesse
de groupe en ki = 0.126 (ce qui correspond a la variable oy = 0.5 ou encore & un
angle dans le milieu extérieur de 30 degrés). Nous avons représenté sur la figure de
droite une partie de la figure 4.5 en superposant la vitesse de groupe. L’échelle de
gris est linéaire : la valeur 1.0 correspond a la valeur mazimale du carré du module
de la fonction U* représentant le champ incident.
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vecteurs dj et dj de la base réciproque sont donc orthogonaux et de méme norme.
Alors, la vitesse de groupe est orthogonale a la courbe de fréquence constante que
nous avons représentée sur la figure 4.9: nous pouvons donc lire directement la
trajectoire du champ électromagnétique dans le cristal sur la relation de dispersion.
D’aprés la relation (4.111), les valeurs numériques de la section 4.5.4 et le choix hy =
hs, la valeur numérique de la composante k; correspondant a la valeur numérique
(4.71) de 'angle d’incidence moyen est

ki =0.126. (4.117)

Nous avons représenté sur la figure 4.9 a droite une partie de la figure 4.5: nous
pouvons alors vérifier que la trajectoire des rayons coincide avec la vitesse de groupe
dans le cristal.

4.7 Récapitulation

Nous avons étudié les propriétés du champ électromagnétique diffracté par un
cristal photonique monodimensionnel a la limite thermodynamique : de méme qu’en
optique géométrique, les dimensions du cristal sont alors trés grandes devant la lon-
gueur d’onde du champ électromagnétique. Cette étude nous a permis d’obtenir une
interprétation simple (inspirée de 'optique géométrique) des propriétés des cristaux
photoniques monodimensionnels. Nous récapitulons ’ensemble de ces propriétés.

Les propriétés d’un cristal photonique monodimensionnel constitué d’un nombre
de couches élémentaires suffisamment grand sont qualitativement semblables a celles
d’une couche homogéne de méme épaisseur pour les trois raisons suivantes.

1 Le cristal se comporte toujours comme une structure symétrique par rapport a
plan horizontal vis-a-vis du flur du vecteur de Poynting (propriété 4.5).

2 La trajectoire de l’énergie du champ électromagnétique est rectiligne dans le cristal
(2.49,2.57) : elle est donc indépendante de la variable d’espace x a lintérieur
du cristal.

3 Le champ électromagnétique se propage librement dans le cristal: tout se passe
comme si [’énergie électromagnétique ne voit pas le caractére inhomogéne du
cristal.

De méme qu’en optique géométrique, le comportement du champ électromagné-
tique en présence d’un cristal photonique monodimensionnel constitué d’un nombre
de couches élémentaires suffisamment grand peut étre interprété par la théorie des
rayons que nous avons décrite dans la section 4.5.3 (propriété 4.6). Il suffit alors
de répondre aur deux questions suivantes pour caractériser quantitativement les pro-
priétés d’un cristal photonique monodimensionnel constitué d’un nombre de couches
élémentaires suffisamment grand.

1 Quelle est l’angle de réfraction du rayon transmis a lintérieur du cristal quand
un rayon frappe une interface plane séparant le cristal du milieu extérieur? La
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réponse a cette question permettrait de réaliser une analogie avec la deuxiéeme
loi de Descartes.

2 Quelles sont les fractions d’énergie réfiéchie et transmise quand un rayon frappe
une interface plane séparant le cristal du milieu extérieur? La réponse a cette
question permettrait de réaliser une analogie avec les coefficients de réflexion
et de transmission en énergie de Fresnel.

Nous avons répondu a la premiére question dans les sections 2.2 et 4.6. L’angle de
réfraction est déterminé par la trajectoire du champ électromagnétique a l'intérieur
du cristal. L’étude du centre de ’énergie électromagnétique du champ diffracté par
le cristal et I’étude du vecteur de Poynting dans un cristal parfait nous indiquent
que la trajectoire du champ électromagnétique dans le cristal coincide avec la vitesse
de groupe

Viw ot Uexpression de la relation de dispersion w(k) est (4.3).

Nous avons répondu a la deuzrieme question dans les sections 4.5 et 4.6. L’étude
du centre de l’énergie électromagnétique du champ diffracté par le cristal et [’étude
du flux du vecteur de Poynting nous indiquent que les coefficients de réflexion en
énergie sur les interfaces planes séparant le cristal du superstrat et du substrat sont
les fonctions

7> d’expression (4.27) et |r?|*  d’expression (4.40).

Ces fonctions sont définies & partir des coefficients * et r® qui déterminent la li-
mite uniforme sur tout compact du champ électromagnétique diffracté par le cristal
(théoréme 4.2). La limite uniforme sur tout compact (4.26) du champ électroma-
gnétique réfléchi joue donc le réle du champ électromagnétique réfléchi sur le cristal
photonique semi-infini dans la théorie des rayons (section 4.4.3 et propriété 4.6).
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Conclusion

La modélisation simple du cristal photonique monodimensionnel permet d’obte-
nir I'expression analytique des différentes grandeurs physiques. Ce modéle constitue
alors 'occasion de comprendre de maniére approfondie certains phénomeénes phy-
siques.

Nous avons déterminé 'expression analytique du champ électromagnétique dif-
fracté par un cristal d’épaisseur finie. Ainsi, nous avons pu améliorer notre com-
préhension des phénoménes physiques dus a la taille finie des cristaux photoniques
monodimensionnels. En particulier, nous avons déterminé I'influence des interfaces
planes séparant le cristal du milieu extérieur. Notre étude nous a donc permis de
compléter la présentation usuelle (qui ne peut rendre compte des phénoménes phy-
siques dus a la taille finie) des propriétés des cristaux photoniques que nous avons
réalisée dans la premiére partie.

Nous avons utilisé la démarche qui consiste a faire croitre ’épaisseur du cristal
vers l'infini (ce que nous avons appelé la limite thermodynamique). Dans ce cas,
la longueur d’onde du champ électromagnétique devient nécessairement trés petite
devant les dimensions totales du cristal. Notre démarche nous a donc menés dans le
domaine de validité de I'optique géométrique.

Nous avons montré que, de méme qu’en optique géométrique, le comportement
du champ électromagnétique en présence d’un cristal photonique suffisamment épais
peut étre interprété par la théorie des rayons. Il suffit alors de répondre aux deux
questions suivantes pour caractériser les propriétés du cristal.

1 Quelle est l’angle de réfraction du rayon transmis a lintérieur du cristal quand
un rayon frappe une interface plane séparant le cristal du milieu extérieur?

2 Quelles sont les fractions d’énergie réfléchie et transmise quand un rayon frappe
une interface plane séparant le cristal du milieu extérieur?

La réponse a la premiére question permet de réaliser une analogie avec la deuxiéme
loi de Descartes et la réponse a la seconde question permet de réaliser une analogie
avec les coefficients de réflexion et de transmission en énergie de Fresnel.

Nous avons répondu de facon précise a chacune de ces deux questions: L’angle de
réfraction du rayon transmis est déterminée par la vitesse de groupe et les fractions
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d’énergie réfiéchie et transmise sont déterminées par la limite uniforme sur tout
compact du champ électromagnétique diffracté (interprété comme le champ réfléchi
sur le cristal semi-infini).

Nous utiliserons les résultats établis ici, dans le cas de structures monodimen-
sionnelles, dans I’étude numérique de la troisiéme partie qui concerne des structures
plus complexes.

Nous testerons notre interprétation inspirée de I'optique géométrique dans des
cas qui ne rentrent pas dans le cadre de cette deuxiéme partie, notamment dans le
cas d’interfaces planes quelconques et cylindriques séparant le cristal monodimen-
sionnel du milieu extérieur.

Enfin, nous avons réalisé une étude des propriétés des cristaux photoniques mono-
dimensionnels en utilisant une démarche différente dans [60] : cette démarche consiste
a étudier les résonances dans un cristal photonique monodimensionnel d’épaisseur fi-
nie. Cette multiplication des démarches nous a permis d’améliorer la compréhension
du comportement du champ électromagnétique en présence d'un cristal photonique
monodimensionnel. Ayant fait 'objet d’une publication [60], cette étude n’apparait
pas dans ce mémoire ; nous nous contentons de reproduire ici le titre et le résumé
original de la publication.

Electromagnetic phenomenological study of photonic band structures

Abstract It is shown, in the case of one-dimensional photonic crystals, that the
transmission gaps are caused by the existence of resonance phenomena inside the
layers which constitute the crystal. From a mathematical point of view, these reso-
nances are associated with poles and zeros in the complex plane of the wavenumber k.
Transmission gaps are located outside these resonance regions. A phemomenological
formula allows us to present quantitatively the transmission inside the gaps. Finally,
a synthetic explanation of the properties of doped and non-doped crystals is proposed
and it is shown that the transmission peaks inside the gaps of doped photonic crys-
tals are caused by a shift of poles and zeros located inside the resonance regions of
non-doped crystals.
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Introduction

Actuellement, 1’étude numérique est incontournable pour résoudre rigoureuse-
ment les équations de Maxwell dans les cristaux photoniques bi et tridimensionnels.
C’est pourquoi une large part de cette thése a été consacrée a I’élaboration d’un
code numérique.

Ce code numérique permet de résoudre les équations de Maxwell en présence
d’une structure tridimensionnelle “tas de bois”. Nous entendons par structure “tas
de bois” un empilement de couches constituées de tiges paralléles, de section rec-
tangulaire, et régulierement espacées. Les axes des tiges peuvent étre dirigés suivant
deux directions perpendiculaires. Ce code numérique permet également de résoudre
les équations de Maxwell dans des structures mono ou bidimensionnelles constituées
de tiges de section rectangulaire (ces structures sont des cas particuliers de structures
“tas de bois”).

Notre code numérique est spécialement adapté aux structure “tas de bois”. Nous
utilisons une méthode qui permet de représenter de fagon exacte la structure “tas de
bois” contrairement aux méthodes usuelles qui approchent les fonctions ¢ et u par
des séries de Fourier tronquées; notre code numérique ne comporte pas le principal
défaut des codes numériques utilisant les méthodes usuelles.

Nous présentons le code numérique dans le chapitre 5. Nous utilisons la méthode
dite des “valeurs propres et fonctions propres exactes” déja largement utilisée dans
le cas des réseaux monodimensionnels [61, 62, 63]. Cette méthode est spécialement
adaptée a I’étude des réseaux de tiges de section rectangulaire: en particulier, cette
méthode est plus performante que la méthode usuelle qui utilise la base de Fourier
[64]. Nous présentons la généralisation de cette méthode pour des structures de type
“tas de bois”.

Nous présenterons également notre méthode qui permet d’obtenir la relation de
dispersion d’un cristal & partir de la matrice de transfert a travers une couche élé-
mentaire du cristal tout en évitant les instabilités numériques.

Notre code numérique permet de modéliser des cristaux photoniques mono et
bidimensionnels de formes variées ; nous utilisons ce code pour étudier les propriétés
de diffraction de ces cristaux photoniques dans le chapitre 6.
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Nous compléterons notre étude de la trajectoire du champ électromagnétique que
nous avons abordée d’un point de vue théorique dans la section 2.2 ; nous présente-
rons des exemples numériques qui mettent en évidence des propriétés de réfraction
inhabituels [23].

Nous compléterons notre étude de l'influence des interfaces séparant un cristal
photonique du milieu extérieur que nous avons abordée d’'un point de vue théorique
dans la deuxiéme partie; nous établirons une régle qui permet d’estimer a priori
I'influence d’interfaces de formes quelconques. Nous illustrerons notre régle par des
exemples numeériques.

Nous étudions les cristaux photoniques “tas de bois” dans le chapitre 7. Nous
étudions en particulier le cristal photonique réalisé expérimentalement par S. Lin et
al. [11, 12].

Nous déterminons avec précision les gaps de ce cristal photonique. Nous confir-
mons alors les résultats numériques établis dans [11, 12, 42].

Enfin, la méthode numérique que nous utilisons nous permet d’étudier les pro-
priétés des cristaux photoniques “tas de bois” d’épaisseur finie. Nous étudierons la
fraction du flux du vecteur de Poynting transmise & travers un cristal photonique
“tas de bois” d’épaisseur finie. Nous étudierons également la possibilité d’inhiber
I’émission spontanée.



Chapitre 5

Présentation du code numérique

Dans ce chapitre 5 nous présentons le code numérique que nous avons développé
durant cette thése. Ce code numérique permet de résoudre les équations de Maxwell
en présence d’une structure tridimensionnelle “tas de bois”.

Nous modélisons une structure “tas de bois” par un empilement de réseaux bidi-
mensionnels: un tel réseau est périodique dans deux directions de I’espace et limitée
dans la troisiéeme. Nous décrivons cet empilement de réseaux dans la section 5.1.

Nous utilisons dans la section 5.2 les symétries de notre modélisation : nous réali-
sons une décomposition de Floquet partielle dans les deux directions ou la structure
est périodique.

Nous pourrons alors présenter la démarche générale de notre code numérique.

Nous présentons dans la section 5.4 le développement du champ électromagné-
tique a l’'intérieur du cristal.

Notre code numérique utilise la méthode des “valeurs propres et fonctions propres
exactes”. Nous présentons I’adaptation de cette méthode aux structures “tas de bois”.
Cette adaptation s’avére étre une simple formalité depuis que L. Li a généralisé la
méthode des “valeurs propres et fonctions propres exactes” pour les réseaux mono-
dimensionnels dans le cas vectoriel (ou incidence conique) [65].

Nous imposons la condition d’onde sortante aux limites du cristal dans la section
5.5. Nous réalisons un test de convergence des efficacités diffractées dans le cas d’un
réseau monodimensionnel de tiges diélectriques a section carrées. Nous réalisons éga-
lement une comparaison de notre code numérique avec un code numérique utilisant
une méthode classique.

Nous déterminons la relation de dispersion du cristal photonique a partir de la
matrice de transfert a travers la couche élémentaire du cristal (de méme que dans la
deuxiéme partie, nous entendons par couche élémentaire la couche (3.5) qui permet
d’engendrer tout le cristal). Cette méthode posséde de nombreux avantages et est
largement utilisée (dans |23, 66] pour les cristaux photoniques bidimensionnels et
dans [42, 67| pour les cristaux photoniques tridimensionnels). Toutefois, cette mé-
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thode présente a priori des instabilités numériques. A notre connaissance, les nom-
breux auteurs qui utilisent cette méthode n’exposent pas clairement d’algorithme
qui permet de s’affranchir des instabilités numériques.

C’est, pourquoi nous présentons dans la section 5.6 notre algorithme qui permet
d’obtenir sans instabilités numériques les valeurs propres et les vecteurs propres de
la matrice de transfert & travers une couche élémentaire du cristal.

Enfin, nous réaliserons un test de convergence des valeurs propres de la matrice
de transfert a travers une couche élémentaire du cristal dans le cas d’une couche
élémentaire constituée de tiges diélectriques a section carrées: nous montrerons la
stabilité numérique de notre algorithme.

En conclusion de ce chapitre 5, nous situons les méthodes numeériques que nous
avons développées parmi les méthodes généralement utilisées.

Nous présentons dans ce chapitre 5 notre code numérique dans le cas ou la
permittivité € et la perméabilité p vérifient les hypothéses (5) et (6) (matériaux sans
pertes). La méthode que nous utilisons reste valable dans le cas ou la permittivité
¢ et la perméabilité p sont des fonctions a valeurs complexes (les fonctions ¢ et
p représentent alors des matériaux possédant des pertes) ; bien que n’apparaissant
pas dans cette présentation, notre code numérique permet de résoudre les équations
de Maxwell dans les structures “tas de bois” dans le cas général ou les matériaux
possédent des pertes.

5.1 Modélisation de la structure “tas de bois” : I’em-
pilement de réseaux

Nous utilisons dans cette partie le repére orthonormé (3.1) que nous avons défini
dans la deuxiéme partie.

5.1.1 Description de ’empilement de réseaux

[’empilement de réseaux est une structure périodique dans deux directions de
I’espace et limitée dans la troisiéme direction de I'espace.

Soient d; et dy les deux translations élémentaires de I’empilement de réseaux.
Nous considérons le cas particulier ou ces deux translations élémentaires d; et ds
sont orthogonales. Nous pouvons donc choisir le repére orthonormé (3.1) tel que les
deux translations élémentaires d; et dy soient colinéaires aux vecteurs e; et ey (figure
5.1). Soient h; et hy les périodes spatiales de I'empilement de réseaux.

d1 = h161 et d2 = h262. (51)

Le réseau ' associé a 'empilement de réseaux est I’ensemble des points de coor-
données entiéres dans la base (dy, ds).

I ={v=mer +1e | (1/h), (72/h2) € Z}. (5.2)
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g

Fi1G. 5.1: Exemple d’empilement de réseaux d’épaisseur totale hz. Nous avons re-

présenté les translations élémentaires di et dy associées aux périodes spatiales hy et
hs.

La maille élémentaire du réseau I'y, est le rectangle V5 engendré par les deux trans-
lations élémentaires d; et ds.

Vig = {m1e1 + 199 € R? |21 € [0, hy], 29 € [0, ho]}. (5.3)

Dans ce modéle, la permittivité € et la perméabilité p qui caractérisent les propriétés
de la matiére sont des fonctions I'j,-périodiques.

VeeR VyeTyp:e(r+y)=c(z) et plx+7)=p). (5.4)

Enfin, 'empilement de réseaux est limité dans la direction e3. L’empilement de
réseaux se trouve donc entre un superstrat homogéne, caractérisé par les constantes
positives " et u*, et un substrat homogeéne, caractérisé par les constantes positives
e? et p?. Soit hs I’épaisseur totale de I'empilement de réseaux (figure 5.1). Alors, la
permittivité ¢ et la perméabilité p vérifient & 'extérieur de la structure

VeeR 12320 = e(x)=¢c">0 et plz)=p">0 55)
2.5
Ve eR i3 < —hy=c(x) =e?>0 et pu(z)=pi>0.

5.1.2 Description de la structure “tas de bois”

Une structure “tas de bois” est un empilement dans la troisiéme direction ez de
L couches lamellaires d’épaisseur hs;, > 0, 1 € {1,---,L} (figure 5.2). L’épaisseur
totale de la structure est donc

L
h3 - Z hg’l. (56)
=1
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T3
el pt O
h3,1 Cy
L h372 C,
hy =Y hsy
=1
hsp| CL
e, put

F1G. 5.2: Une structure “tas de bois” constituée de L couches lamellaires d’épais-
seur hgy, | € {1,---,L}. Les constantes €" et pu* caractérisent le superstrat et les
constantes €% et u? caractérisent le substrat.

Soit {:1:3’5 ‘l e {0,--- ,L}} I’ensemble des altitudes qui déterminent I’ensemble des
interfaces planes horizontales séparant les différentes couches lamellaires.

!
T30 = 0 et T3] = — Zh3’j Vie {1, < ,L}. (57)
j=1
Soit C; la couche lamellaire comprise entre les interfaces planes horizontales d’équa-
tion x3 = x3,-1 et x3 = x3; pour tout [ € {1,---,L}.

C = {1‘ = T1€1 + Toey + T3e3 € R? ‘LEg’l < a3 < 1‘371_1}. (58)

Chaque couche lamellaire C; est constituée de tiges homogénes, paralléles, de section
rectangulaire, et dont les axes sont dirigés suivant la direction e; ou la direction e
(figure 5.3). Les fonctions € et p dépendent donc d’une seule variable dans chaque
couche lamellaire. Soit s(I) € {1,2} le paramétre qui permet de déterminer la dé-
pendance des fonctions ¢ et p dans la couche lamellaire [: s(1) est égal a 2 si les axes

€3

- Dy

- -
I

X X2

F1G. 5.3: Ezemple de couche lamellaire C; d’épaisseur hs; constituée de tiges de
section rectangulaire dont les axes sont dirigés suivant la direction e1. Les fonctions e
et i1 ne dépendent que de la variable xo dans cette couche lamellaire C; : s(l) = 2 =
e(x) = e(xq) et u(x) = p(xa) pour tout x € C.
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€3

wy,3 wi,1 Wy 2 w3 Wi, 1

)

1 Tia

F1G. 5.4: Coupe d’une couche lamellaire C; d’épaisseur hs, constituée de M; = 3 tiges
homogénes dont les axes sont dirigés suivant la direction ey (s(l) = 2).

des tiges de la couche lamellaire C; sont dirigés dans la direction e; et inversement.
Vie{l,---,L}:2€C = c(x) = c(wyq) et p(x) = pw(@sq))- (5.9)

Enfin, chaque période de la couche lamellaire C; est constituée de M; tiges homogénes
de largeur w,,, et caractérisées par les constantes positives €, et fyn, (figure 5.4).
Les largeurs des tiges homogénes vérifient donc

M,
Vie{l, - L}y =D Wim- (5.10)
m=1
Soit {xs(z),z,m ‘ le{0,--- ,Ml}} I’ensemble des abscisses qui déterminent I’ensemble

des interfaces planes verticales séparant les différentes tiges homogénes dans la
couche lamellaire C;.

Ts(1),1,0 = 0 et Ts(l)l;m = Zwl’j VYm € {]_, o ,Ml}. (511)
=1

Soit 7, la tige (ou lamelle) de la couche lamellaire C; comprise entre les interfaces
planes verticales d’équation x;) = T0)m—1 €t Ty0) = Ts0),,m pour tout (I,m) €
{1,---, L} x {1,--- ,M;}.

Tim = {x = z161 + 263 + 2363 € C1 | Ty 1 m-1 < Tty < Ts(t)im }- (5.12)
Alors, les fonctions ¢ et p vérifient a 'intérieur de la structure “tas de bois” pour
tout (I,m) € {1,---,L} x {1,--- ,M;}:

TE T m=—c(x)=¢c1m>0 et px)=pum>0. (5.13)

5.2 Le champ électromagnétique harmonique en pré-
sence d’un réseau bidimensionnel

Dans cette section, nous présentons les hypothéses que nous faisons sur le champ
électromagnétique harmonique en présence d’un réseau bidimensionnel. Nous utili-
sons ensuite les symétries du réseau bidimensionnel pour simplifier la résolution des
équations de Maxwell.
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5.2.1 Hypothése sur le champ électromagnétique harmonique

Le champ électromagnétique harmonique est représenté par les deux champs
complexes E,, et H, qui dépendent de la seule variable d’espace = € R* (3).

Hypothése I11.1 Nous cherchons des champs complexes F, et H, tels que, pour
tout 3 € R, les fonctions F (-, -, x3) et H,(-,-, x3) soient de carré sommable.

/ | E(z1, w2, w3) ‘2 + | Ho(z1, 22, w3) ‘2dﬂ?1dl‘2 <oo VzzeR (5.14)
R2

Le code numérique permet donc de déterminer les champs complexes E, et H,
vérifiant les équations de Maxwell harmoniques (4) et ’hypothése (5.14) en présence
de la structure “tas de bois” que nous avons décrite dans la section précédente.

5.2.2 Conséquence des symétries: décomposition de Floquet
partielle

Les fonctions e et u étant I'yo-périodiques, la structure de type “tas de bois” est
invariante si nous appliquons toute translation d'un vecteur v € I'y5. Nous pouvons
donc réaliser une décomposition de Floquet du probléme général.

La transformation de Floquet-Bloch associée au réseau bidimensionnel I';;  Par
analogie avec la section 1.7.1, nous pouvons définir formellement la transformation de
Floquet-Bloch U;5 associée au réseau I';s. Pour tout G = E,, H,,, pour tout = € R® et
pour tout (k1,ks) € [-1/2,1/2]2:

(U12G)((E, k1, kg) = Z G(.’E + ’}/) exp{—2i7r[k1 (’}/1/}}1) + ko (’}/Q/hg)]} . (515)

vy€l12

La transformation de Floquet-Bloch inverse associée au réseau bidimensionnel
I''s De méme que dans la section 1.7.1, nous pouvons recomposer les champs F, et H,
en utilisant la transformation de Floquet-Bloch inverse. Pour tout G = E,, H, et pour
tout z € R? :

G(z) = U5 Uy, G)) () = / UsnG) (@, k1, ko) dy s (5.16)

[-1/2,1/2]?

Le probléme général qui consiste a résoudre les équations de Maxwell harmoniques
(4) se décompose donc en une famille de problémes élémentaires indexée par le
paramétre (ky, ko) décrivant 1'ensemble [—1/2,1/2]%. A ce stade, nous fixons le pa-
ramétre (ki, ko) € [—1/2,1/2]% et nous résolvons le probléme élémentaire associé au
paramétre (kq, ko). Nous ne faisons plus apparaitre la fréquence w et le paramétre
(k1,ks): nous notons E et H les fonctions (UyoEy) (-, ki, ks) et UoH,) (-, ky, ko)
(définis a partir de la transformation de Floquet-Bloch (5.15)).

Ve e R : E(z) = UnE,)(x, ki, ko) et H(x) = (UpHy)(x, ki, ky),  (5.17)
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ki, ko € [—1/2,1/2] (518)

Dorénavant, toutes les grandeurs dépendant de la fréquence w et des deux com-
posantes (ki, ky) fixées comme paramétres seront coiffées du symbole ~. Chaque
probléme élémentaire consiste a résoudre 1’équation

VXFE—iwpH=0 et VxH+iweE =0, (5.19)

ot les fonctions E et H sont localement de carré sommable par rapport aux variables
T et ZTa,

/ | E(x1, &2, 3) ‘2 + ‘ﬁ(ml,xz,m) ‘2 dridry < oo Vzz €R, (5.20)
Via

et ol les fonctions E et H vérifient les conditions de Bloch & la frontiére de la maille
élémentaire Vi9. Pour tout € R? et pour tout v € T'jy:

E (z+7) = exp{2in[k (y1/h1) + ka(12/ha)]} E (),

N X (5.21)
H (z +7) = exp{2in[k1(y1/h1) + k2(72/h2)]} H ().

5.3 Démarche générale du code numeérique : la mé-
thode réseau

Notre démarche générale pour résoudre les équations de Maxwell dans I’empile-
ment de réseaux comporte trois étapes.

La premiére étape consiste a résoudre les équations de Maxwell associées au pro-
bléme élémentaire a I'intérieur du cristal (le paramétre (ki, ko) € [—1/2,1/2]? étant
fixé) : nous déterminons dans la section 5.4 I’ensemble des fonctions qui vérifient
I'équation (5.19) et les conditions (5.20,5.21) a l'intérieur du cristal.

La deuxiéme étape consiste a imposer les conditions aux limites du cristal ; nous
imposons deux types de conditions aux limites du cristal. La condition d’onde sor-
tante que nous imposons dans la section 5.5 permet de déterminer le champ électro-
magnétique en présence d’une structure “tas de bois” d’épaisseur finie. La condition
de Bloch que nous imposons dans la section 5.6 permet d’obtenir le champ électro-
magnétique en présence d’'un cristal parfait.

Enfin, la troisiéme étape consiste & recomposer le probléme principal a partir de
I’ensemble des problémes élémentaires. Nous utilisons la transformation de Floquet-
Bloch inverse (5.16) pour reconstruire les champs complexes E, et H, vérifiant
I'équation (4) et 'hypothése (5.14). Nous réalisons la réunion de toutes les valeurs
propres associées aux solutions dans le cristal parfait pour obtenir le spectre (1.37)
de l'opérateur de Maxwell et la relation de dispersion (1.38).
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5.4 Deéveloppement du champ électromagnétique
dans le cristal

Nous commencons par développer le champ électromagnétique dans la couche
lamellaire C; (le champ électromagnétique pouvant étre développé de fagon analogue
dans les autres couches lamellaires). Nous obtenons alors la relation entre les va-
leurs du champ électromagnétique sur les interfaces planes horizontales d’équation
xr3 = w31 et x3 = x3; qui délimitent la couche lamellaire ;. Nous empilons ensuite
les couches lamellaires pour obtenir la relation entre les valeurs du champ électro-
magnétique sur les interfaces planes horizontales d’équation z39 = 0 et x31, = —hg
qui séparent la structure de type “tas de bois” du milieu extérieur.

Nous considérons la couche lamellaire C;. Nous supposons que les tiges consti-
tuant cette couche lamellaire sont dirigées suivant la direction e; (comme représenté
sur les figures 5.3 et 5.4).

s(l) =2 = e(x) =e(z2) et wu(z)=p(r) Vzecl. (5.22)

Dans ce cas (5.22), nous développons la dépendance en z; des fonctions F et H
dans la base de Fourier (section 5.4.1), nous développons la dépendance en x5 des
fonctions E et H dans la base des fonctions propres exactes (section 5.4.3) puis nous
résolvons les équations de Maxwell (5.19) pour déterminer la dépendance en x3 des
fonctions E et H (section 5.4.4).

5.4.1 Développement dans la base de Fourier

Nous développons la dépendance en z; des fonctions E et H dans la base de
Fourier.

Vel : E(x) = Z By, (w9, 13) exp(iky n,71)

n1E7Z
) - (5.23)
VeeC:H(x)= Z Hy, (%9, x3) exp(ikyn, 1),
ni1€EZ
ou
an € 7Z: kl,nl = (27T/h1)(k1 + nl) . (524)

Nous projetons I’équation (5.19) sur le vecteur zy — exp(iky,, 1) en utilisant le
produit scalaire usuel

(G,G") — (1/hy) G(21)G (x1) dxy , (5.25)
[0,21]
ou G et G’ sont des fonctions localement de carré sommable de R dans C. Alors,
I'équation (5.19) est équivalente a

(ikl’nlel + 8262 + 8363) X Em = iwuﬁnl an € Z,
) ” (5.26)
(iklmlel + 8262 + 8363) X Hn1 = —ingnl an € 7.
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Nous développons cette équation (5.2@). Nous obtenons alors une équation compre-
nant les seules composantes E ,, et H; ,, des fonctions E,, et H,,.

M -N Ein
g,n1 g,n1 ~17 1 — 0 vnl 6 Z, (5.27)
Nu,nl M#,m HL"l

ou pour tout ny € Z et pour tout v =, u:

wiep — k? m wv

0Oa,

M,,m_82—|—w e — k1n1 — 2w5,u 12

Ny, = iy, 1 Ky ( ! 9
v,n1 1,m1 . d:EQ w = kl n 3 .

1,n1

(5.28)

Les quatre autres composantes Es ., Fs,,,, ~H2m et ~Hg’m des fonctions E,, et H,,
s’expriment & partir des deux composantes E ,,, et Hy .

Pour tout n; € Z:

1k1,n, aQEl ot ZUJ,UaSHl n1)s

= ( ) )
Eg’nl = (wzsu — kfnl) (zk1 magEl ny — iwWpdy Hy nl),
) . (5.29)
Hypy = (WPep—kE,, ) (ikin02Hipy —iwedsEr n,),
.E[g’nl = (w%u — k%,?n) ! (’Lkl nlang n1 + ZOJE@QEl nl)

Récapitulation Nous avons développé la dépendance en z; des fonctions F et H
dans la base de Fourier. Les équations de Maxwell harmoniques (5.19) se réduisent
alors a 'équation (5.27) comprenant les deux composantes El,m et ]fll’m des fonc-
tions E,, et H,,. Cette équation (5.27) est a priori vectorielle : les deux composantes
El,m, ﬁlm sont a priori couplées.

Seulement, notre équation (5.27) est analogue a l'équation (14) obtenue dans
I'étude des réseaux lamellaires monodimensionnels dans le cas vectoriel (ou incidence
conique) [65]. Nous pouvons donc utiliser le résultat établi par L. Li dans [65] pour
simplifier notre équation (5.27).

5.4.2 Le résultat de L. Li: réduction du probléme général a
deux problémes scalaires indépendants

Définition des champs TE et TM dans la couche lamellaire C; D’aprés
(5.22), les fonctions € et p ne dépendent que de la seule variable o dans la couche
lamellaire C;. En présence d’une structure invariante dans les directions e; et es,
un champ électromagnétique est de polarisation TE si la deuxiéme composante du
champ électrique est nulle et, est de polarisation TM si la deuxiéme composante du
champ magnétique est nulle. Nous définissons les champs de polarisation TE et TM
dans la couche lamellaire C; par analogie avec les structures monodimensionnelles
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(dans la section 3.2, le cristal photonique monodimensionnel est invariant dans les
directions e; et ey). Soient (ET(“), as )) et (Efl1 ), HTST)) les fonctions représentant les
champs de polarisation TE et TM pour tout n; € Z. Alors, d’aprés (5.29),

7

2,n1

—O:>2k1n182 1n1 w),uag 1n1 Vn, €7,

(5.30)
= —iweZE m) Vn, € Z.

1,n1

f{( )—0:>Zk1n182 1

2,n1 n1

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat de L. Li.

Le résultat de L. Li [65, annexe A] Toute solution (Ey,,, Hi,,) de l’équa-
tion (5.27) peut étre décomposée en une partie de polarisation TE et une partie de
polarisation TM.

Vo, € Z: (Bypy, Hipy) = (B9, HO) + (E(™, H™). (5.31)

ny ni ny ni
Cette décomposition est en général unique (le cas ot la décomposition n’est pas
unique est mentionné dans [65, annexe A]). Enfin, Uéquation (5.27) se réduit au
systeme de deux équations scalaires et indépendantes

(82 - k2

1,n1

+ pOapr 0o + w? su)E() =0 Vn €Z,

1,n1

o (5.32)
(03 — k2, + €0oe ™0y + w?ep)Hyy) =0 Vny € Z.

1,n1 —

Les autres parties H,(n) et En1 (5.31) des fonctions E, et H, n, Se déduisent de
Ef ,)ll et H( ) avec la relation (5.30).

Conclusion Le résultat de L. Li permet de simplifier considérablement le pro-
bléme. L’équation (5.27) a priori vectorielle se réduit au systéme de deux équations
scalaires et indépendantes (5.32). Nous pouvons donc étudier ces deux équations
séparément. Soient U, ,, et v définis suivant la polarisation.

Polarisation TE : U, ,,, = E© Vn, € Z,v = pu.

o (5.33)
Polarisation TM: U, ,, = Hl( n)1 Vn, € Z,v=c¢.
Alors, d’aprés (5.32), le probléme se réduit a I’équation
(05 — ki, + Lu)Upp, =0 Vny € Z, (5.34)
ou
L, = vow 0y +w?ep. (5.35)

D’apreés (5.20,5.21), Vopérateur L, agit dans L ([0, hs], v~ 'dxz; C), I'espace de Hil-
bert des fonctions G localement de carré sommable, vérifiant la condition de Bloch

G(z2 + nohy) = exp(2imngks)G(xe) VYne €Z et Vap €R (5.36)

et muni du produit scalaire

GG s (1/hy) /m h ]@G'(;@) = () s (5.37)
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5.4.3 Développement dans la base des fonctions propres exac-
tes

L’opérateur L, est autoadjoint dans 'espace de Hilbert L ([0, ho], v~ "dz; C).
Alors, le spectre de cet opérateur L, est constitué de valeurs propres réelles et
les vecteurs propres associés forment une base orthonormée de ’espace de Hilbert
L3 ([0, ho), v~ 1dxy; C). Soient {\,,, |12 € Z} et {@pn, | no € Z} les valeurs propres
et les vecteurs propres de 'opérateur L, .

Vng €EL: LI/ Lrn, = )\V,nr_) Lrng - (538)

Nous développons la dépendance en x5 de la fonction U, ,,, dans la base des fonctions
propres de 'opérateur L,.

VZ'Q € R7V$3 € [x3,l—17$3,l] : UIJ,nl ($27$3) = Z Uu,nl,n2 (1‘3) Puv,ns (1‘2) (539)

no€Z

C’est ce développement (5.39) que nous qualifions de développement dans la base
des fonctions propres exactes. Dans le cas particulier ou les fonctions ¢ et u sont
indépendantes de la variable z (la couche lamellaire C; est alors une couche homo-
géne) la base des fonctions propres exactes coincide avec la base de Fourier (d’aprés
I'expression (5.35) de l'opérateur L,). C’est pourquoi nous avons développé la dé-
pendance en z, des fonctions E et H dans la base de Fourier (5.23).

Le développement (5.39) suppose que nous connaissons les valeurs propres et les vecteurs
propres de 'opérateur L,,.

Equation vérifiée par les valeurs propres de l'opérateur L, L’équation aux
valeurs propres (5.38) est identique & 'équation (3.19) rencontrée dans 'étude du cristal
photonique monodimensionnel de la deuxiéme partie si nous remplacons dans (3.19) la
variable z3 par la variable x, la variable w?a? par la valeur propre ), ,, et la fonction
U(oq, -) par le vecteur propre @, n,. Nous avons imposé la condition de Bloch (4.2) a la
frontiere de la couche élémentaire du cristal photonique monodimensionnel dans la section
4.1.1: les fonctions U(ay,-) vérifiant I'équation (3.19) et la condition de Bloch (4.2) sont
déterminées par la relation de dispersion (4.3). Alors, si nous remplagons ks par ko et
w?af par A, ,, dans la relation de dispersion (4.3), nous obtenons I'équation vérifiée par
les valeurs propres de 'opérateur L,,.

Vny € Z: cos(2mks) = trTy 1 (w, v/ Av g /W), (5.40)

la matrice T}, ; dépendant de la polarisation (ou la fonction v) et, de méme que les fonctions
€ et p, de la couche lamellaire C;. L’expression de la matrice T}, ; dans le cas particulier de
la couche lamellaire C; (’expression des fonctions € et p est alors (5.13)) est

Tu,l - Tu,l,Ml Tt Tu,l,? Tu,l,l y (541)
ou pour tout (I,m) € {1,--- ,L} x {1,--- ,M;}:

Cos(ﬁu,l,mwl,m) Vl,mﬁ;,ll,m Sin(ﬂu,l,mwl,m)
1

Tu,l,m = _ .
_Vl,mlBV,l,m SIH(BV,l,mwl,m) Cos(ﬁu,l,mwl,m)

, (5.42)
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avec

Buvim = \/w2517mul,m —Aons e vm=v(E) YT € Tnm. (5.43)

Enfin, ’équation (5.40) vérifiée par les valeurs propres de l'opérateur L, peut présenter
des instabilités numériques. C’est pourquoi nous ne réalisons pas directement le produit
des matrices (5.42) comme dans l’équation (5.40). Nous utilisons d’abord un algorithme
d’empilement analogue a celui que nous présentons dans la section 5.4.5. Nous utilisons
ensuite une expression de la relation de dispersion analogue a celle que nous présentons
dans la section 5.6.2.

Détermination des valeurs propres de ’opérateur L, dans le cas de matériaux
sans pertes Dans le cas ou les fonctions € et u sont réelles, 'opérateur L, est autodjoint
et ses valeurs propres sont réelles. De plus, d’aprés son expression (5.35), opérateur L,
est semi-borné.

LV S w25+,u+. (544)

Les valeurs propres de I'opérateur L, sont donc toutes inférieures a la constante positive
2
W7E 4

Vo €Z: Ayny, €] — 00, weypig]. (5.45)

Cette propriété (5.45) implique que la méthode numérique est particuliérement bien
adaptée a la recherche des valeurs propres de I'opérateur L, : il suffit de déterminer les
solutions de I'équation (5.40) sur le demi-axe réel | — 0o, w?e  puy]. Enfin, existence de
couples de valeurs propres trés proches peut constituer une difficulté. C’est pourquoi nous
avons développé une recherche des solutions de I’équation (5.40) qui prend en compte la
dérivée (par rapport a A, p,) de la trace de la matrice T,; ('expression analytique de la
dérivée de la matrice T, ; est déduite de I’expression analytique (5.41)).

Détermination des valeurs propres de 'opérateur L, dans le cas de matériaux
avec pertes Le développement du champ électromagnétique dans la base des fonctions
propres exactes reste valable dans le cas de matériaux avec pertes. La seule difficulté
supplémentaire réside dans la recherche des valeurs propres de ’opérateur L,,. Dans le cas
ot les fonctions € et p sont ne sont plus réelles, 'opérateur L, n’est plus autoadjoint. Les
valeurs propres de 'opérateur L, sont dans le plan complexe. Nous utilisons la méthode
qui consiste a déduire les valeurs complexes des valeurs propres réelles (de 'opérateur L,
sans pertes) par prolongement analytique dans le plan complexe [68]. Enfin, une autre
méthode consiste & estimer directement les valeurs propres complexes au moyen d’une
base sophistiquée puis & raffiner ces estimations numériquement [69].

Détermination des vecteurs propres de 'opérateur L, Nous déterminons ’ex-
pression des vecteurs propres de 'opérateur L, & partir des valeurs propres de ’opérateur
L, et de la matrice 7}, ;. Cette méthode utilisée sans précautions peut présenter des insta-
bilités numériques. Nous utilisons un algorithme analogue & celui que nous présentons dans
la section 5.6 pour déterminer ’expression des vecteurs propres sur les interfaces planes
verticales d’équation 2o = 0 et x5 = ho qui délimitent la maille élémentaire de la couche
lamellaire. Nous utilisons ensuite un algorithme d’empilement analogue a celui que nous
présentons dans la section 5.4.5 pour déterminer ’expression des vecteurs propres dans
toute la couche lamellaire.
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5.4.4 Développement du champ électromagnétique dans une
couche lamellaire

Nous achevons dans cette section 5.4.4 le développement du champ électroma-
gnétique. Nous projetons ’équation (5.34) sur le vecteur propre ¢, ,, en utilisant le
produit scalaire (5.37). L’équation (5.34) est équivalente a

(05 — Kt

17”1

+ Ama) Unminy = 0 V1, mp € Z. (5.46)
La solution générale de cette équation est

UI/,TL1,TL2 fnfflncz ; + A? s vnl, Ny € Z, (547)

v,ni,n v,ny,n2 Y r,n,ng
ou
C S
194,1711,7127 All,nl,nQ S C vnla g € Z; (548)

et pour tout x3 € (73, T3,-1]:
5,111,112 (.253) = COS (\/ _k%,nl + )\V,TLQ 5173) vnl; Ny € Z7

ia”la”@ (1'3) = sin (\/ _k%,m + )‘sz {L‘3) an, ng € Z.

Récapitulation La résolution des équations de Maxwell dans la couche lamellaire
C, nous a conduit jusqu’a lexpression (5.47) de 'ensemble des fonctions U, ,, n,-
D’apres le raisonnement que nous avons réalisé dans les sections 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3 et
5.4.4, cette expression (5.47) nous permet d’obtenir une expression algébrique de la
totalité du champ électromagnétique dans la couche lamellaire C; : les fonctions E et
H s’expriment a partir de I'ensemble des coefficients complexes {AS e AL s
Cnimsr Annin, |11, n2 € Z} dans la couche lamellaire C;.
Nous pouvons de fagon analogue exprimer la totalité du champ électromagné-
tique dans toutes les couches lamellaires C;, [ € {1,--- ,L}.

(5.49)

5.4.5 Algorithme d’empilement des couches lamellaires

Nous avons obtenu une expression du champ électromagnétique dans ’ensemble
des couches lamellaires C;, [ € {1,--- ,L}. Dans cette section, nous raccordons ces dif-
férentes solutions en utilisant la continuité des composantes tangentielles du champ
électromagnétique au passage des interfaces planes horizontales qui séparent les dif-
férentes couches lamellaires. Nous utilisons un algorithme d’empilement de type
matrice impédance (ou algorithme de type matrice R [70]).

Définition des composantes tangentielles du champ électromagnétique sur
les interfaces planes séparant les couches lamellaires Soient E!, E., H! et
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ﬁé les composantes tangentielles du champ électromagnétique sur 'interface plane
horizontale d’équation x5 = w3;. Pour tout [ € {0,---,L} et pour tout s = 1,2:
Eﬁ(fﬁla«%) = Es($1,$2;$3,1) V (21, 22) € [0, hy] x [0, hol, (5.50)

ﬁi(xl,xQ) = Hs(.ZEl,fl?Q,.ZE:;’l) V(.ZEl,fl?Q) € [O, hl] X [O, hg]

Nous développons dans la base de Fourier ces composantes tangentielles. Pour tout
[ €{0,---,L}, pour tout s = 1,2 et pour tout (z1,z3) € [0, hy] X [0, hy]:

Ly, 29) Z Es e €XD (k1 5, 71) exp ik n,72)

n1,n2€Z
i (5.51)
J"l? x2 Z S n1 no eXp(Zkl,nlxl) eXp(ZkQ,n2m2) )
ni,n2€Z
ou l'expression de ki ,, est (5.24) et
Vn2 € 7Z: k2’n2 = (27T/h2)(k2 —+ 712) . (552)

Soient E' et H' les vecteurs qui contiennent I'ensemble des coefficients complexes
du développement de Fourier (5.51) représentant les composantes tangentielles des

champs électrique et magnétique. Pour tout [ € {0,--- | L}:
E'= (B!, o, [ni=0,£1,4£2, - iny=0,£1,42,--+ ;5 =1,2),
5 (5.53)
o= (", ., |n=0%x1,£2 - 0y, =0,+£1,£2,--;5=12).

Choix de I’algorithme d’empilement des couches lamellaires Le développe-
ment du champ électromagnétique que nous avons réalisé dans la section précédente
permet d’obtenir une relation entre les vecteurs E'=!, H'=!, E' et H' qui représentent
les composantes tangentielles du champ sur les interfaces délimitant la couche la-
mellaire C. En effet, les vecteurs EF! et H! permettent de définir I'ensemble des
coefficients complexes {A¢ ,, ., AL s A% nes Anyne |71, N2 € Z} qui repré-
sentent la totalité du champ électromagnétique dans toute la couche lamellaire C; :
cet ensemble de coefficients complexes permet en particulier d’exprimer les vecteurs
E' et H'. La relation la plus naturelle entre les vecteurs B!, H'=1 El et H' est donc
une relation de type matrice (infinie) de transfert. Soit 7" la matrice de transfert a

travers la couche lamellaire C;.
Bl .
Vie{l,--- L}: i =T

Les composantes tangentielles du champ électromagnétique étant continues, il suffit
de réaliser le produit matriciel des matrices de transfert T pour obtenir la relation
entre les vecteurs E°, H°, E* et H". Seulement, cet algorithme présente des insta-
bilités numériques. C’est pourquoi nous utilisons un algorithme plus sophistiqué.

El—l

P (5.54)
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Nous estimons que L. Li a achevé I'étude des algorithmes d’empilement des
couches réseaux dans [70]. Cette étude recense deux classes d’algorithmes d’empile-
ment des couches réseaux ne présentant pas, en général, d’instabilités numériques.

La premiére classe d’algorithme est appelée algorithme de type matrice S (de
I'anglais scattering matriz). Cet algorithme présente l'intérét d’étre relativement
simple. Seulement, ’algorithme de type matrice S suppose que le champ électroma-
gnétique peut étre développé en ondes entrantes et sortantes sur l'interface plane
qui sépare les deux couches réseaux a empiler. Si les deux couches réseaux a empiler
sont invariantes dans la direction de I’empilement, cette hypothése s’avére exacte (le
champ électromagnétique posséde alors un développement dit “modal” dans les deux
couches réseaux [71]). Sinon, 'argument permettant de justifier le développement en
ondes sortantes et entrantes consiste a imaginer qu’il existe une couche homogéne
fictive (ou infiniment fine) entre les deux couches réseaux a empiler. Il s’avére que
malgré cette hypothése, I’algorithme de type matrice S n’a jamais été mis en dé-
faut. Nous avons cependant choisi d’utiliser la seconde classe d’algorithme que nous
jugeons plus satisfaisante du point de vue de la justification.

La seconde classe d’algorithme est généralement appelée algorithme de type ma-
trice R [70]. Nous préférons qualifier cette seconde classe d’algorithme de “algorithme
de type matrice impédance” (ou admittance) que nous jugeons plus explicite. Le
point de départ de 1’algorithme de type matrice impédance est (justement) une re-
lation de type matrice impédance entre les vecteurs E-Y, H'-!, El et H. Soit Z' la
matrice impédance de la couche lamellaire C;.

vie{l,---,1}: [g_llzzl[gi_ll. (5.55)

La principale difficulté de lalgorithme de type matrice impédance est d’obtenir
la matrice Z' de la couche lamellaire C; sans instabilités numériques. La méthode
permettant d’obtenir la matrice Z! est détaillée dans [70].

Algorithme d’empilement des couches lamellaires Soient Z{l, 2{2, Zél et 252 les
quatre blocs qui constituent la matrice Z! pour tout [ € {1,--- ,L}.

71 71
le ZIQ

Vie{l,---,L}:Z!' = N
o b n 2,

(5.56)

Alors, d’aprés (5.55), 'algorithme d’empilement de type matrice impédance que nous uti-
lisons est pour tout I € {1,--- ,L — 1}:

El+1
El—l

B2 - A B - 2 2
Zh(Z4, - Zgfh) Tz Zhy = Z(Z, - Zi3") 1 21,

IiIlJrl
Erl—l )

(5.57)
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Apres cet empilement, la structure “tas de bois” est un empilement de L — 1 couches
lamellaires. 11 suffit donc d’itérer ’empilement (5.57) pour obtenir la matrice impédance
de la structure “tas de bois”.

Conclusion Nous utilisons I'algorithme d’empilement des couches lamellaires de
type matrice impédance (5.57). Cet algorithme numériquement stable nous permet
d’empiler un nombre L de couches lamellaires aussi grand que 1’'on veut.

Enfin, une fois que nous avons empilé I’ensemble des couches lamellaires, nous
obtenons une relation de type impédance entre les vecteurs E°, H°, E* et H" qui
représentent les composantes tangentielles du champ électromagnétique aux limites
de la structure “tas de bois”. Soit Z la matrice impédance de la structure “tas de
bois”.

=7 [ ]?0 ] . (5.58)

Cette relation de type impédance nous donne une infinité de solutions associées a
la fréquence w et aux composantes ki, ko (représenteés dans I’équation (5.58) par le
symbole ~) & U'intérieur de la structure “tas de bois”. L’étape suivante consiste donc
a imposer des conditions aux limites de structure “tas de bois”.

5.5 Premier type de conditions aux limites du cris-
tal : la condition d’onde sortante

Dans cette section 5.5, nous imposons la condition d’onde sortante aux limites
de la structure “tas de bois”: la condition d’onde sortante permet de simuler nu-
mériquement ’expérience qui consiste a éclairer la structure par un champ incident
puis & mesurer les fractions d’énergies réfléchies et transmises.

Nous commengons par développer le champ électromagnétique a 'extérieur de la
structure “tas de bois” en ondes entrantes et en ondes sortantes. Nous pourrons alors
définir le champ incident et les efficacités du champ diffracté. Enfin, nous réaliserons
un test de convergence pour nous assurer de la stabilité de notre code numérique.

5.5.1 Deéveloppement du champ électromagnétique a I’exté-
rieur de la structure “tas de bois”

Dans cette section 5.5.1 nous exprimons le champ électromagnétique a ’extérieur
de la structure “tas de bois” sous forme d’un développement de Rayleigh. L’équation
(5.19) permet de déduire la fonction H de la fonction E : il suffit donc de développer
la fonction E représentant le champ électrique. D’aprés (5.5), les fonctions € et p
sont constantes a 'extérieur de la structure “tas de bois”. Alors, 'équation (5.19)
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vérifiée par la fonction F devient & I'extérieur de la structure “tas de bois”

(02 + 05 + 02 + w?e"u* YE =0 VYarz>0, (5.5
. 5.59
(02 402402 + w4 YE =0 Va3 < —hs,
et
V-E=0. (5.60)

Nous développons la dépendance en z; et x5 de la fonction E dans la base de Fourier.
Pour tout z1, 29 € R, pour tout x3 < —hg et pour tout x3 > 0:

E(xl,xg,xg) = Z Emm (w3) exp(iky n, 1) exp(ikon,T2), (5.61)

n1,n2€EL

ot I'expression de kyn, et kyp, est (5.24) et (5.52). Nous projetons I'équation (5.59)
vérifiee par la fonction E sur le vecteur (zy,x9) — exp(iky ,,21) exp(ikon,o2) en
utilisant le produit scalaire usuel

(G, G,) — (1/h1)(1/h2) G(.ﬁEl,LEQ)GI(fBl,LEg) d.ﬁEld.ZEQ s (562)
Via
ou G et G’ sont des fonctions localement de carré sommable de R? dans C. Alors,
les composantes de Fourier E,, ,, vérifient a I'extérieur de la structure “tas de bois”
pour tout ny,ny € Z:

(02 + (kY 0)?] Bnyns =0 Va3 >0,

3,n1,n2
i (5.63)
[8% + (kg7n1’n2)2] En1,n2 = 0 Vfl?g S —hg,
ol
g,n1,n2 = w2€u:uu - kinl - k%,ng avec arg( g,nl,nz) € {O’ 7T/2}7
(5.64)
kimm = Jw2edud — kinl — k%m avec arg(kg‘f’nhm) € {0,7/2}.

La solution générale de I’équation (5.63) est une combinaison linéaire de fonctions

exponentielles montantes ou descendantes (d’argument £k%, . x3 dans le superstrat

et j:kgm \.m, T3 dans le substrat). Nous supposons que les sources qui créent le champ

incident sont exclusivement situées dans le superstrat. Alors, pour tout ny,ny € Z:

Enl’n;) (x3) = E exp(—ikg’nhmxg)—l—f?’"

ni,n2 ni,n2

exp (k3 , n,3) V3 >0,

~ ~ (5.65)
B (:E3) - Eftl1,n2 eXp(—’Lk‘gmhan;;) Vg < —hs,
ou
i 3 [t 3
E:ll,nz’ E:ll,nz’ Em,nz cC. (5.66)
L’ensemble des coefficients complexes Ele,nza E:n,m et Ele,nz représentent donc les

champs incident, réfléchi et transmis (figure 5.5).
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[ T3 [r
n1,n2 n1,12

N4
AN

it
n1,n2

F1G. 5.5: Représentation des champs incident, réfléchi et transmis. Nous avons re-
présenté une unique composante (de Fourier) incidente, trois composantes réfliéchies
et trois composantes transmises.

Conclusion Si nous remplacons les fonctions Emm par leur expression (5.65)
dans le développement (5.61) de la fonction 1:7, nous obtenons le développement du
champ électromagnétique en ondes entrantes et sortantes a I’extérieur de la struc-
ture “tas de bois”. Ce développement permet de décomposer la totalité du champ
électromagnétique en une partie incidente et une partie diffractée constituée des
champs réfléchis et transmis. La partie incidente du champ électromagnétique, sup-
posée connue, permet d’imposer une condition sur les vecteurs E°, H°, E* et H-
qui représentent les composantes tangentielles du champ électromagnétique aux li-
mites de la structure “tas de bois”. Cette condition associée a la relation de type
impédance (5.58) permet d’obtenir (au moins numériquement) une unique solution
(E, H). Cette unique solution permet de définir de facon unique la partie diffractée
du champ électromagnétique.

5.5.2 Définition du champ incident

Nous supposons que la fonction représentant le champ incident est constituée
d’une unique composante de Fourier associée a une onde plane propagative dans le
superstrat. Soit E?; , cette unique composante de Fourier que supposons réelle et

1>7°2

de norme 1.
Efli’né e R3, ‘Efﬂ’né =1 et (ng,n,y) # (nﬁ,né) = Efn’nr_) =0. (5.67)

Soit £ le vecteur qui détermine la direction de propagation de I'onde plane repré-
sentant le champ incident.

k' = Kiey + kbey + kies, (5.68)
ou

ko= ki, kh=lhy, et Ky=-ki. . €R (5.69)

i
3,n4,n%

Nous repérons la direction du vecteur k* par les deux angles §° € [0,7/2[ et ¢’ €
[0, 27[ associés au systéme de coordonnées sphériques usuel (figure 5.6).

ki = |k'|sin@' cos ¢’, ki = |k'|sin@'sing’, ki = —|k'|cosd, (5.70)
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X3

X

Fi1G. 5.6: Représentation de l'onde plane incidente : sa polarisation est déterminée
par l’angle 8" et sa direction est déterminée par les deux angles 0" et ¢'.

ott |k'| = w\/E"i" est la norme du vecteur k. Soit E' la partie incidente de la
fonction E. Alors, d’aprés (5.70,5.65,5.61,5.60), I'expression de la fonction E* est
pour tout 1,9 € R et pour tout z3 > 0:

Ei(z) = E;Mé exp(ik’ - z) avec k'-E', . =0. (5.71)

nini
Soient ey et ey les deux vecteurs orthonormés et orthogonaux au vecteur k' associés
au systéme de coordonnées sphériques usuel (figure 5.6).

egi = cos 0 cos ¢'e; + cos 0 sin ¢ley + sin Hles

: : (5.72)
€4 = —sin@'e; + cos @'ey.

D’aprés (5.71), le vecteur constant E;l i est orthogonal au vecteur k'. Le vecteur
1>7°2

E:L i s’exprime donc & partir des deux vecteurs ey et egi. Soit 5 € [0,27] 'angle
1>772
qui détermine la polarisation du champ incident.
E:ﬁ'l,n; = sind'epi + cos §'eyi. (5.73)

Enfin, si nous remplacons les vecteurs ey et e, par leur expression (5.72) dans
la définition (5.73), nous obtenons 'expression des trois composantes du vecteur
E'; . € C* a partir des trois angles 6", ¢' et 0"

12°%2

i -e; =cos @ cosfsind’ — sin @’ cos

ni,nk

i — win i in S i i

Enil,ng - €9 = sin ¢’ cos §' sin ' + cos @' cos 0, (5.74)
', i -e3=sinf sind".
1>7%2

Conclusion Nous avons supposé que la partie incidente E? de la fonction E est
constituée d’'une unique onde plane (5.71). D’apreés (5.70,5.74), cette onde plane est
entiérement déterminée par la fréquence w et par les trois angles §° € [0, /2], ¢ €
[0,27] et 8" € [0,27]. Dorénavant, nous définirons toujours I'onde plane incidente
par ces quatre parameétres.
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5.5.3 Définition des efficacités du champ diffracté

Le champ diffracté par la structure “tas de bois” est constitué d’une infinité de
composantes de Fourier (5.65). Parmi cette infinité de composantes, seul un nombre
fini est susceptible d’étre observé a une distance suffisamment grande de la structure
“tas de bois” (supérieure a quelques longueurs d’ondes) : ces composantes de Fourier
observables a 'infini sont associées a des ondes planes propagatives (par opposition
aux autres composantes de Fourier associées a des ondes planes évanescentes qui
tendent rapidement vers 0). Chacune de ces ondes planes propagatives emporte
une fraction du flux du vecteur de Poynting apporté par I'onde plane incidente.
Ces fractions de flux emportées par le champ diffracté sont généralement appelées
efficacités diffractées. Les efficacités diffractées représentent les grandeurs physiques
qui sont effectivement mesurées lors d’une expérience qui consiste a éclairer une
structure de type réseau puis a déterminer les propriétés du champ diffracté.

Définition des efficacités diffractées Le champ électromagnétique est a ce
stade représenté par les fonctions E et H qui sont localement de carré sommable par
rapport aux variables x; et x5 et qui vérifient les conditions de Bloch a la frontiére
de la maille élémentaire Vi (5.20,5.21). Alors, le vecteur de Poynting complexe est
localement sommable par rapport aux variables x; et x5 et est ['19-périodique. Nous
considérons donc le flux de la partie réelle du vecteur de Poynting complexe a travers
la maille élémentaire Vi,. Soit II la partie réelle du vecteur de Poynting complexe.

ﬁ:ﬁ161+ﬁ262+ﬁ363:(EXE+EXI~{)/4. (575)

Soient ®¥ et & les flux de la partie réelle du vecteur de Poynting a travers la maille
élémentaire Vis au niveau des interfaces planes horizontales d’équation x3 = 0 et
r3 = —hg séparant la structure “tas de bois” du superstrat et du substrat. Le vecteur
normal & la maille élémentaire V5 est le vecteur ez. Alors,

(i)u = / ﬁ3(l’1, ZT9, 0) dl‘ldl'z et (i)d = / ﬁg(l‘l, T, —h3) dl‘ldiEQ . (576)
Viz

Via

Nous remplagons la fonction E par son expression (5.61,5.65) et nous exprimons la
fonction H & partir de la fonction £ avec la relation (5.19). Alors, I'expression (5.76)
des flux ®“ et ®? devient

Pt — — P 4 Z & et Bl=— Z o . (5.77)

n1,n2€ZL n1,no€Z

ol

® = hyhy /"t cos 0

o = hiho | B | RS, ) |/ wn®) Vn,n, € Z, (5.78)
& = hiho | BL 1 R(EL, ) |/ @id) Vnn,ng € Z.
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Parmi I'ensemble des fractions de flux réfléchies @ et transmises d)fn n, qUE nous
venons de définir, seul un nombre fini est non—nul. En effet, d’aprés leur définition

(5.64), les nombres k% et kg sont purement imaginaires dés que I'un des

. . ~u ~d

entiers n; ou ny est suffisamment grand. Soient N* et N les ensembles de couples
d’entiers qui correspondent aux fractions de flux réfléchies @7 et transmises ot L
non-nulles.

3,n1,n2 3,n1,n2

N'={(n1,ng) € Z? | ki, + k3, <w?e"u"}.
~d (5.79)
N = {(n1,n2) € Z* |k}, +k3,, <w?elp’ }.

2,n2

Soient &) . et & . les fractions de flux réflechies et transmises (ou efficacités des

champs réfléchis et transmis) par la structure “tas de bois”.

\7/(TL1,TL2) € N* 577;1 s — (I):Ll o /&)Z

(5.80)
V(nl,ng) € N gt /q)z

ni,n2 ’I’Ll n

Conservation de flux de la partie réelle du vecteur de Poynting Dans le
cas ol la structure “tas de bois” est constituée de matériaux sans pertes (les fonctions
£ ety vérifient alors 'hypothése (5)), les flux ®* et &% sont égaux: (5) = d* = o7,
Alors, d’aprés (5.77,5.80), les efficacités diffractées vérifient

G)y=1= > & .+ > & . (5.81)

(n1,n2)eN" (m,nz)EN

Cette relation entre les efficacités diffractées constitue un critére de validité du code
numérique simple a vérifier généralement appelé “conservation de I’énergie”. Nous
utiliserons souvent ce critére de validité.

Preuve de I’égalité ®* = &? Les fonctions ¢ et p vérifient ’hypothese (5). Alors,
d’aprés la définition (5.75) de la fonction IT et d’aprés 'équation (5.19) vérifice par les
fonctions E et H, la divergence de la fonction II est la fonction nulle: V - II = 0. Nous
considérons le paralleleplpede rectangle compris entre les six plans d’équation z; = 0,
1 = hy, x3 = 0, x2 = ho, x3 = 0, 3 = —hgz. D’aprés 1'égalité V - I = 0, le flux sortant
de la fonction II & travers la surface fermée qui délimite le parallélépipede rectangle que
venons de définir est nul. Cette surface fermée se compose de six faces rectangulaires. La
fonction II étant I'y»-périodique, son flux sortant a travers les quatre faces rectangulaires
verticales est nul (les quatre flux sortant & travers les quatre faces rectangulaires verticales
se compensent deux & deux). Alors, le flux sortant de la fonction II & travers les deux faces
rectangulaires horizontales est également nul: ¥ + (—®9) = 0 = P = .

Conclusion Nous avons défini les efficacités du champ diffracté par la structure
“tas de bois”. Ces efficacités représentent le flux a travers la maille élémentaire V7
du vecteur de Poynting associé au champ représenté par les fonctions F et H. Les
champs complexes F, et H, qui représentent le champ électromagnétique réel sont
des superpositions de fonctions F et H vérifiant la condition de Bloch (la notion
de superposition est dans cette troisiéme partie définie par la transformation de
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Floquet-Bloch inverse (5.16) associée au réseau bidimensionnel). Par un raisonne-
ment analogue a celui que nous avons réalisé dans la section 2.2.1 (ot nous avons
transformé le vecteur de Poynting en utilisant I'unitarité de la transformation de
Floquet-Bloch), nous pouvons montrer que le flux du vecteur de Poynting associé
a la superposition de fonctions de Bloch est la superposition des flux des vecteurs
de Poynting associés a chacune de ces fonctions de Bloch. Supposons maintenant
que la superposition de fonctions de Bloch est un paquet suffisamment étroit (ce
qui est généralement le cas dans les expériences). Alors, 'amplitude du paquet se
comporte comme une “fonction” de Dirac et les flux du champ électromagnétique
réel deviennent effectivement égaux aux flux ®* et d?,

Finalement, les efficacités diffractées (5.80) que nous avons définies correspondent
effectivement aux fractions de flux qui sont mesurées dans les expériences si le champ
incident est un paquet de distribution angulaire suffisamment étroite.

5.5.4 Test de convergence des efficacités diffractées

Nous réalisons un test de convergence dans le cas de la couche lamellaire qui
permet d’engendrer le cristal photonique réalisé expérimentalement par S. Lin et al.
[11, 12]. Nous réalisons un premier test qui consiste a estimer 1’évolution du critére
de la conservation de I’énergie (5.81).

Nous réalisons un second test qui consiste a comparer la vitesse de convergence
des efficacités diffractées (5.80) obtenue avec notre méthode (utilisant les valeurs
propres et les fonctions propres exactes) et la méthode modale usuelle (utilisant
les valeurs propres et les fonctions propres approchées dans la base de Fourier).
Nous considérons une unique couche lamellaire monodimensionnelle afin d’estimer
la vitesse de convergence de notre code numérique.

Données numériques de la structure “tas de bois” La structure “tas de bois”
est constituée d’'une unique couche lamellaire elle-méme constituée de deux tiges dont
les axes sont dirigés suivant la direction es.

L=1, M;=2 et s(1)=1. (5.82)

La structure “tas de bois” est donc un réseau monodimensionnel périodique dans la
direction e;. Nous exprimons alors toutes les longueurs a partir de la période spatiale
hy. L’épaisseur de la couche lamellaire et la largeur des deux tiges sont

h3 = h3’1 = hl/(2\/§), w1 = 028h1 et W12 = 072h1 (583)

Le superstrat et le substrat possédent les propriétés du vide et ’ensemble des ma-
tériaux qui constituent la couche lamellaire possédent les mémes propriétés magné-
tiques que le vide.

e'=¢g¢, e'=¢e¢ et pu(x)=p VzeR. (5.84)

Enfin, la premiére tige est constituée de silicium (matériau présentant peu de pertes
et d’indice diélectrique d’environ 3.6 dans le domaine du proche infrarouge) et la
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deuxiéme tige posséde les propriétés du vide.

51’1/50 = (36)2 et €12 = €0- (585)

Données numériques du champ électromagnétique Les valeurs numériques
de la fréquence w et des trois angles 0, ¢' et §' définissant le champ électromagné-
tique incident (5.74) sont

or /(whiy/Eopio) = 1.0, @' =n/4, ¢'=0 et &' =0,7/2. (5.86)

La longeur d’onde est donc égale a la période spatiale h;. Les deux valeurs numé-
riques de 'angle ¢° correspondent aux deux cas de polarisation généralement appelés
polarisation TE (§° = 0) et polarisation TM (§° = 7/2). Enfin, le champ électroma-
gnétique total est représenté par un nombre fini de vecteurs. Soient (2N; + 1) et
(2N + 1) les nombres de vecteurs utilisés pour représenter les dépendances en x; et
29 du champ électromagnétique.

ny € {0,£1,--- ,£N;} et ny €{0,£1,--- ,£Ny} avec Ny =0. (5.87)

Evolution du critére de la conservation de I’énergie Notre code numérique
peut tronquer les matrices infinies de différentes maniéres: certaines maniéres de
tronquer les matrices impliquent que la conservation de I’énergie (5.81) est systé-
matiquement vérifiée (indépendamment du nombre Ny) et d’autres impliquent que
la conservation de ’énergie n’est a priori pas vérifiée |65, 72|. Nous utilisons ici une
maniére de tronquer qui n’implique pas la conservation de I’énergie (5.81). Nous
avons représenté sur la figure 5.7 'erreur

€= |1 =2 X Enims — Z(nm)eNd & (5.88)

idéalement nulle en fonction du nombre de vecteurs (2Ny + 1) pour les deux angles
d" = 0et 0" = m/2. La représentation en échelle logarithmique sur les deux axes nous
permet d’estimer la loi qui décrit I’évolution de I'erreur e. D’apres la figure 5.7,

6 =0 (polarisation TE) : e ~ O(N; 7).

6 = /2 (polarisation TM) : € ~ O(N7?) . (5.89)

L’erreur € tend donc plus rapidement vers zéro en polarisation TE qu’en polarisation
TM. Nous retiendrons surtout qu’en polarisation TM (et donc dans tous les cas
pratiques), lerreur tend vers zéro comme l'inverse du cube du nombre de vecteurs
utilisés pour représenter le champ électromagnétique.

Evolution des efficacités diffractées Nous avons représenté sur la figure 5.8
Lefficacité réfléchie £ (ou efficacité réfléchie dans I'ordre 0 [26]) dans les deux cas
de polarisation TE et TM. Nous avons utilisé deux méthodes différentes: la méthode
modale utilisant les valeurs et fonctions propres “exactes” de notre code numérique
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1E-3

1B+ —— 1E-10 ———rry ———rry
10 100 10 100

log e en fonction de log(2N; + 1) log e en fonction de log(2Ny + 1)

F1G. 5.7: Evolution de Uerreur (5.88) en fonction du nombre de vecteurs (2N; + 1)
utilisés pour représenter le champ électromagnétique. Nous avons utilisé une échelle
logarithmique sur les deux axes. Les pentes des droites approchant les courbes sont
—4.7 pour §' = 0 (ou polarisation TE) et —3 pour §' = 7/2 (polarisation TM).

et la méthode modale utilisant les valeurs et fonctions propres approchées dans la
base de Fourier. Nous utilisons pour cette deuxiéme méthode le code numérique de
S. Enoch développé a partir de la formulation de la méthode modale de L. Li [71]:
cette formulation de la méthode modale utilise toutes les techniques sophistiquées
qui permettent d’accélérer la convergence des séries de Fourier [73].

La figure 5.8 montre que notre méthode est plus efficace que la méthode usuelle
utilisant la base de Fourier. Supposons que nous exigeons une erreur inférieure a 0.01
sur la valeur numérique de lefficacité £5,. Alors, avec notre méthode des valeurs
propres et fonctions propres exactes,

=0 :N; >3 = 0.7323-0.01 < &y <0.7323 +0.01.

' =m/2:N; >2 = 0.9487 — 0.01 < &51<0.9487 4 0.01 . (5.90)
Et avec la méthode utilisant la base de Fourier,
=0 :N;>8 = 0.7323-10.01 < &y <0.7323 +0.01.
(5.91)

8 =m/2: Ny > 13 = 0.9487 — 0.01 < &, < 0.9487 + 0.01 .

Cette différence de vitesse de convergence vers la solution exacte n’est pas étonnante
si nous admettons que la loi qui décrit I’erreur que commet notre code numeérique
est (5.89). En effet, la méthode utilisant la base de Fourier représente les fonctions e
et 11 par des séries de Fourier qui convergent comme N7 (puisque les fonctions € et
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1.0 10
“exact” “exact”,
0.8 — 0.8+ / /
77777 \ /’ \
0.6 / “Fourier” 06 i “Fourier”
044 0.4
02 / ) 0.2 - / ;
0.0 — T T T T T T T T 7 0.0 — T T T T T " T T T
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
&y, en fonction de (2N; + 1) &y, en fonction de (2N; + 1)

F1G. 5.8: Evolution de Uefficacité réfiéchie £5, (5.80) en fonction du nombre de
vecteurs (2N + 1) utilisés pour représenter le champ électromagnétique. La méthode
utilisant les valeurs propres et les fonctions propres exactes est représentée avec une
ligne continue et la méthode utilisant les valeurs et les fonctions propres approchées
dans la base de Fourier est représentée avec une ligne discontinue.

e sont constantes par morceaux). L’erreur que commet un code numérique utilisant
la base de Fourier tend donc vers zéro au mieux comme N; .

La différence de vitesse de convergence vers la solution exacte se traduit par un
gain de temps de calcul. Supposons que notre méthode exige un nombre (2N; + 1)
de vecteurs deux fois plus petit que la méthode usuelle pour une précision donnée
(la comparaison des résultats (5.90) et (5.91) nous indique que nous sommes alors
prudents). Alors, dans le cas d’une structure tridimensionnelle, notre méthode est
susceptible d’exiger un nombre (2N; + 1)(2Ny + 1) de vecteurs quatre fois plus petit
que la méthode usuelle. Autrement dit, notre code numérique doit déterminer quatre
fois moins d’inconnues qu’un code numérique utilisant la méthode usuelle. Dans le
cas ol le temps de calcul augmente comme le cube du nombre d’inconnues (c’est
le cas des produits et des inversions de matrices), notre code numérique devrait
permettre de réaliser un gain de temps de calcul non négligeable (d’un facteur de
I'ordre de 100).

5.6 Second type de conditions aux limites du cris-
tal : la condition de Bloch

Dans cette section 5.6, nous imposons la condition de Bloch aux limites de la
structure “tas de bois”. La structure “tas de bois” constitue alors ce que nous appelons
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la couche élémentaire du cristal photonique. Soit C cette couche élémentaire.
C = {.ZE = T1€1 + To€y + T3z€3 € R3 | — h3 S I3 S O} (592)

La condition de Bloch aux limites de la couche élémentaire permet alors d’obtenir la
relation de dispersion du cristal photonique dont la maille élémentaire est le volume

V = {x = 2)d; + 2hydy + 2ds € R | 2, 2}, 25 € [0, 1]}, (5.93)

ou
d3 = d3’1 e+ d3’2 €9 + d3’3 €3 avec d3’1, d3’2 eER et d3’3 = h3. (594)
Nous commencons par définir la condition de Bloch aux limites de la structure
“tas de bois”. Nous présentons ensuite 1’algorithme qui nous permet d’obtenir les
valeurs propres et les fonctions propres de la matrice a travers la couche réseau

sans instabilités numériques. Enfin, nous réalisons un test de convergence pour nous
assurer de la stabilité de notre algorithme.

5.6.1 Définition de la condition de Bloch

D’aprés (5.21), les fonctions E et H vérifient déja les conditions de Bloch a la
frontiére de la maille élémentaire V5. Imposer la condition de Bloch aux limites de
la structure “tas de bois” consiste donc & imposer pour tout € R? et pour n3 € Z:
E (x4 nsds) = exp(2imnsks) E (z),
. . (5.95)
H (z + n3ds) = exp(2imnsks) H (z) ,

ol

ks € [-1/2,1/2] (5.96)

est la troisieme composante du vecteur k = (ki, k2, k3). Notre code numérique donne
la relation de type impédance (5.58) entre les vecteurs E°, H E™ et H" qui repré-
sentent les composantes tangentielles du champ électromagnétique sur les interfaces

planes horizontales d’équation x3 = 0 et x3 = —hs. Alors, la condition de Bloch
(5.95) implique
E° = exp(2imks)E¥ et H = exp(2imks)H . (5.97)

Cette expression de la condition de Bloch suppose que les deux composantes ds; et
d3 5 de la translation élémentaire d3 sont nulles.

L’expression (5.97) de la condition de Bloch reste vraie dans le cas général si nous modi-
fions la définition (5.51,5.53) des vecteurs E% et H°; nous développons les composantes
tangentielles du champ sur Iinterface plane horizontale d’équation z3 = 0 dans la base de
Fourier “décalée”. Pour tout s = 1,2 et pour tout (x1,x2) € [0, h1] X [0, ha]:

Ed(x1,@2) = Y B, explikin, (21 — ds )] explika n, (z2 — ds2)]

n1,N2€Z

HY(xy,m2)= Y HY,. ., explikin, (21 — ds )] explikyn, (z2 — ds2)] .-

ni,n2€Z

(5.98)
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La matrice impédance Z se trouve alors également modifiée. La nouvelle expression de
la matrice impédance “décalée” se déduit simplement de ’ancienne “non-décalée”. 1l suffit
d’exprimer les nouveaux vecteurs E° et HO “décalés” a partir des anciens vecteurs E° et
H° “non-décalés” puis d’utiliser la relation (5.58).

Soit T la matrice de transfert a travers la structure “tas de bois”. D’apres (5.17), le
symbole ~ signifie que la matrice 7" dépend de la fréquence w et des deux compo-
santes (k1, ko) jusqu’a présent fixées comme paramétres: T = T'(w, kq, ko). D’aprés
(5.58)

EL

HL

leZil 212 - leZ21 Z22 (5 99)

avec T = .
Z21 _221 Z22

HO

Supposons qu’il existe des vecteurs E°, H°, E* et H" non-nuls qui vérifient les deux
relations (5.99) et (5.97): la relation (5.99) signifie que ces vecteurs vérifient les
équations de Maxwell dans la structure “tas de bois” et la relation (5.97) signifie que
ces vecteurs sont des fonctions de Bloch. Autrement dit, si le nombre exp(2imks)
est une valeur propre de la matrice T, alors la fréquence w est dans le spectre de
lopérateur M(ky, ko, k3) (nous avons défini l'opérateur M(k;, ko, k3) dans la section
2.2.3). La relation de dispersion du cristal photonique est donc

det[T(w, k1, ky) — I exp(2imks)] = 0, (5.100)

oil I est la matrice identité opérant dans le méme espace que la matrice 7. Seule-
ment, cette relation de dispersion n’est pas complétement satisfaisante. En effet, les
valeurs propres de la matrice T tendent de facon exponentielle vers I'infini : la rela-
tion de dispersion (5.100) n’est donc numériquement exploitable que si la matrice T
posséde un petit nombre de valeurs propres. Autrement dit, la relation (5.100) numé-
riquement instable ne permet pas d’obtenir avec précision la relation de dispersion
du cristal photonique.

Dans la section suivante nous donnons la solution que nous avons élaborée pour
déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice T sans instabilités
numériques.

5.6.2 Algorithme de type matrice R pour obtenir les valeurs
propres et les vecteurs propres de la matrice de trans-
fert & travers une couche réseau

Analyse des instabilités numériques La matrice impédance 7 ne présente pas
d’instabilités numériques. Alors, d’apres 'expression (5.99) de la matrice T, Dorigine
des instabilités numériques est 'inversion du bloc Zoa1. De meme I’inversion du bloc
Zip est 1’ origine des instabilités numériques de la matrice T-'. Notre algorithme doit
donc éviter toute inversion des blocs Zgl et Zlg

D’apres I'algorithme d’empilement (5.57) numériquement stable, I'inversion des
blocs Z1, et Zss ne présente pas d’instabilités numériques. Notre algorithme peut
donc utiliser I'inversion des blocs Z;; et Zas.
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Autre expression de la relation de dispersion La relation de dispersion
(5.100) signifie que le nombre complexe exp(2imks) est une valeur propre de la ma-

trice T'. Alors,
(5.100) <= 3F # 0 : TF = exp(2irks)F
— 3JF #0: (T £ I)F = [exp(2inks) £ 1]F (5.101)
= 3IF#0: (T+1)"'F = [exp(2imks) + 1]~ F.

Nous avons introduit le choix £ dans cette derniére expression afin que le nombre
exp(2imks) + 1 ne soit jamais nul. Nous obtenons alors une autre expression de la
relation de dispersion équivalente a la relation (5.100).

(5.100) <= det {[T(w, ki, ko) £ I]7" — I[exp(2imks) £ 1]7'} = 0. (5.102)

L’avantage de cette relation de dispersion est que la matrice (T'+ I)~" ne présente
pas d’instabilités numériques. En effet, nous pouvons exprimer la matrice (7'+ I )t
en évitant toute inversion des blocs Z9; et Z,.
3 Zos F Zo1) X Zoo T Zo0) XY (Zoy F Zo1 )™\ Z
(Ti])*l _ (~ 22 F Zo1) (Zo2 F Zn) ( 22~$~21) 2 (5.103)
X —X(Z11 £+ Z9)

ou

X = [(Zm - Z21) + (222 - le)]_l et Y = (21222_21221 - Zu)- (5-104)

Conclusion L’expression (5.102) de la relation de dispersion ne présente pas d’in-
stabilités numériques : elle est donc exploitable numériquement. D’aprés (5.101), les
vecteurs propres de la matrice T coincident avec ceux de la matrice (T £ I)™".

F est vecteur propre de T <= F est vecteur propre de (T +1)"'.  (5.105)

Enfin, d’aprés (5.101), les valeurs propres de la matrice T s’expriment & partir de
celles de la matrice (T4 T) '

Xest valeur propre deT <= (A & 1)~ ! est valeur propre de (1" + I)~L (5.106)

5.6.3 Algorithme de type matrice S pour obtenir les valeurs
propres et les vecteurs propres de la matrice de trans-
fert & travers une couche réseau

L’algorithme de type matrice S permet d’exprimer le champ sortant de la couche
réseau a partir du champ entrant [70]. Soient E°~, EM", E°" et E"~ les vecteurs

représentant les champs entrant et sortant de la couche réseau (figure 5.9). Soient S

la matrice cle diffraction de la couche réseau et T la matrice de transfert associée a

la matrice S (cette matrice de transfert T est reliée a la matrice de transfert 7' de

la section précédente par un changement de base). Alors,

FO+ F0- Fl-

EL- EL+ EL+

EO-

E0+

et (5.107)

S
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Eof x3 E0+

N/
/N

BNt E'-

FIG. 5.9: Représentation des vecteurs EO~, EXt, EO et EL~ représentant les champs
entrant et sortant de la couche réseau.

Expression de la relation de dispersion Nous donnons directement une ex-
pression de la relation de dispersion du cristal qui ne présente pas d’instabilités
numériques.

(5.100) <= det {[T, "(w, k1, ko) £ I]* — I[exp(—2irk;) £1] '} = 0. (5.108)

Nous avons choisi d’exprimer la relation de dispersion avec la matrice 7" afin
d’obtenir la relation la plus simple possible.

(T, + 1) '=
(5.109)

ou Iy; est la matrice identité agissant dans le méme espace que la matrice 512 et

5.6.4 Test de convergence de la relation de dispersion

Dans cette section nous réalisons un test de convergence de la relation de disper-
sion pour montrer la stabilité numérique de notre algorithme (5.102). Nous consi-
dérons une structure qui ne posséde pas de plan de symétrie par rapport & un plan
horizontal. En effet, il existe déja dans ce cas particulier une méthode qui permet
d’obtenir la relation de dispersion du cristal photonique sans instabilités numériques
[66].

Données numériques de la structure “tas de bois” Nous considérons une
structure “tas de bois” identique a celle que nous avons définie dans la section 5.5.4.
Nous ajoutons la valeur numérique des deux composantes de la translation élémen-
taire d3 que nous n’avons pas encore précisée.

d3’1 = 028h1 et d3’2 =0. (5111)
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ks en fonction de &, k1 = 0.5: ks en fonction de (2N; + 1)

Fi1G. 5.10: Test de convergence de l'algorithme (5.102). Nous avons représenté la
relation de dispersion a fréquence w constante a gauche. Nous avons réalisé un test
de convergence de la composante k3 en ki = 0.5 a droite.

Données numériques du champ électromagnétique Les valeurs numériques
de la fréquence w et des angles ¢’ et ¢ définissant le champ électromagnétique
incident (5.74) sont

210 /(whiy/Eopio) = 1.9, ¢'=0 et & =0. (5.112)

Le champ incident n’intervient pas dans la relation de dispersion. Cependant, le
choix (5.112) des angles ¢ et §' signifie que nous restreignons le probléme général
au cas scalaire (¢' = 0) de polarisation TE (§° = 0).

Test de convergence de la relation de dispersion Nous avons représenté
sur la figure 5.10 & gauche la relation de dispersion du cristal photonique que nous
venons de définir pour la fréquence (5.112). Nous avons représenté sur la figure 5.10 a
droite I’évolution de de la composante k3 du vecteur k (la composante k; étant fixée:
ki = 0.5) quand le nombre de vecteurs (2Ny + 1) utilisés pour représenter le champ
électromagnétique augmente. La figure 5.10 montre clairement la convergence puis
la stabilité de I’algorithme (5.102) que nous utilisons. Cette stabilité est impossible
a obtenir en utilisant la relation de dispersion (5.100) sans précaution.

5.7 Conclusion: situation de nos méthodes numé-
riques

En conclusion de ce chapitre 5, nous situons les méthodes numériques que nous
avons développées parmi les méthodes généralement utilisées. Nous situons dans un
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premier temps la démarche générale de notre code numérique pour déterminer la
relation de dispersion dans un cristal photonique que nous avons appelée la méthode
réseau. Nous situons ensuite la méthode des fonctions propres exactes que nous avons
utilisée pour résoudre les équations de Maxwell a l'intérieur de la structure “tas de
bois”.

5.7.1 Situation de notre démarche générale pour déterminer
la relation de dispersion: la méthode réseau

A notre connaissance, trois méthodes numériques sont actuellement utilisées pour
déterminer la relation de dispersion des cristaux photoniques: la méthode des ondes
planes, la méthode KKR (ou méthode de Rayleigh) et la méthode réseau que nous
utilisons.

La méthode des ondes planes La méthode des ondes planes est la méthode
la plus utilisée. Cette méthode a pour avantages d’étre relativement simple et de
pouvoir résoudre les équations de Maxwell dans tout type de cristal photonique.

La méthode des ondes planes consiste a développer le champ électromagnétique
dans la base de Fourier dans les trois directions de 'espace |24, 14]. Cette méthode
converge lentement vers la solution exacte, en particulier dans le cas ou les fonc-
tions ¢ et p présentent des discontinuités en raison des phénoménes de Gibbs [25].
Alinsi, cette convergence relativement lente associée au développement dans les trois
directions de ’espace du champ électromagnétique font que la méthode des ondes
planes nécessite d’'importants moyens et temps de calculs. P. Lalanne a sensiblement
amélioré la méthode des ondes planes dans des cas particuliers [74] en utilisant les
récents résultats sur les produits de séries de Fourier des fonctions discontinues
[73]. Néanmoins, méme améliorée, la méthode des ondes planes nécessite encore des
moyens et temps de calculs relativement importants (en comparaison avec les autres
méthodes).

Enfin, la méthode des ondes planes ne permet pas de résoudre le cas ou le cris-
tal photonique est constitué de matériaux dispersifs (quand les fonctions ¢ et p
dépendent la fréquence w).

La méthode KKR ou méthode de Rayleigh La méthode KKR développée
par A. Moroz [37] donne une réponse a ’ensemble des défauts que présente la mé-
thode des ondes planes.

La méthode KKR consiste a développer le champ électromagnétique dans la base
des harmoniques sphériques et la dépendance radiale est déterminée en résolvant
les équations de Maxwell : le nombre d’inconnues est donc considérablement moins
important que dans le cas de la méthode des ondes planes. La méthode KKR permet
donc d’obtenir avec des moyens et des temps de calculs raisonnables des résultats
d’une bonne précision [10].

La méthode KKR résout les équations de Maxwell harmoniques: elle permet
de résoudre les équations de Maxwell en présence de matériaux dispersifs. Ainsi, la
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méthode KKR a permis de déterminer la relation de dispersion de cristaux photo-
niques bidimensionnels constitués de tiges circulaires |75] et de cristaux photoniques
tridimensionnels constitués de sphéres [39] dans le cas ou la fonction ¢ modélise un
métal de Drude.

Enfin, la méthode KKR permet d’obtenir directement la densité locale d’état et,
aprés intégration, la densité d’état par unité de fréquence [37, 10].

Seulement, la méthode KKR, particuliérement bien adaptée aux réseaux de
sphéres, ne peut pas traiter toutes les géométries: en particulier, la méthode KKR
ne peut résoudre les équations de Maxwell en présence d'un cristal photonique “tas
de bois”.

La méthode réseau La méthode réseau consiste a résoudre les équations de
Maxwell dans une couche réseau puis a imposer les conditions de Bloch sur les
interfaces planes délimitant la couche réseau. Cette méthode, déja largement utilisée
(dans [66, 23] pour les cristaux photoniques bidimensionnels et dans [42, 67| pour
les cristaux photoniques tridimensionnels), présente de nombreux avantages.

1 La méthode réseau est universelle: elle englobe I'ensemble des cas traités par la
méthode des ondes planes et par la méthode KKR réunies. De méme que la
méthode des ondes planes, la méthode réseau permet de résoudre tout type
de géométrie. De méme que la méthode KKR, la méthode réseau permet de
résoudre les équations de Maxwell harmoniques: cette méthode peut donc étre
utilisée dans I’étude des cristaux photoniques dispersifs.

2 La méthode réseau consiste a développer le champ électromagnétique dans une
base de fonctions périodiques dans deux directions de I'espace ; la dépendance
du champ électromagnétique dans la troisiéme direction est déterminée en
résolvant les équations de Maxwell. Alors, de méme que la méthode KKR,
la méthode réseau permet d’exprimer le champ électromagnétique avec un
minimum de coefficients complexes: les moyens et les temps de calculs associés
a une bonne précision sont donc raisonnables.

3 La méthode réseau permet d’utiliser toutes les techniques sophistiquées et per-
formantes mises au point dans I’étude numérique des réseaux. Les problémes
fondamentaux ont été résolus rigoureusement par L. Li dans ’étude numé-
rique des réseaux: I’empilement des couches réseaux [70] et la convergence
des séries de Fourier [73]. Ces problémes fondamentaux étant résolus, trois
méthodes permettent de résoudre les équations de Maxwell a l'intérieur de la
couche réseau. Les résultats les plus avancés concernant la méthode modale
ont été établis par L. Li: la justification rigoureuse de la méthode modale uti-
lisant les fonctions propres exactes dans le cas vectoriel des réseaux lamellaires
monodimensionnels est présentée dans [65], la méthode modale dans les cas
les plus généraux est présentée dans [71] et est justifiée rigoureusement dans
[76]. Enfin, les méthodes intégrales et différentielles permettent de résoudre les
équations de Maxwell harmoniques dans une couche réseau arbitraire. En ce



Chapitre 5. Présentation du code numérique 153

qui concerne la méthode intégrale, la formulation et les résultats les plus abou-
tis ont été établis par D. Maystre dans [77]. En ce qui concerne la méthode

différentielle, la formulation et les résultats les plus aboutis ont été établis par
E. Popov et M. Neviére dans [78, 79).

4 La méthode réseau permet de résoudre les équations de Maxwell non seulement
dans un cristal photonique parfait mais aussi dans un cristal photonique modé-
lisé par un empilement de réseaux d’épaisseur finie. Contrairement aux autres
méthodes, la méthode réseau permet donc de simuler des expériences qui
consistent a éclairer un cristal photonique par un champ électromagnétique
incident (comme nous ’avons décrit dans la section 5.5), & placer une source a
'intérieur d’un cristal photonique d’épaisseur finie (comme nous le décrirons
dans le chapitre 7), etc. ... Enfin, en ce qui concerne les cristaux photoniques
parfaits, la méthode réseau est particuliérement bien adaptée au calcul de la
densité d’état par unité de fréquence intégrée sur la maille élémentaire du ré-
seau réciproque. En effet, dans le cas de la méthode réseau, I'intégration sur la
maille élémentaire du réseau réciproque associé au cristal photonique se réduit
a I'intégration sur la maille élémentaire du réseau réciproque associée au réseau
bidimensionnel : I'intégration sur un volume se réduit alors & une intégration
sur une surface.

Seulement, & notre connaissance, la méthode réseau souffrait jusqu’a présent des
instabilités numériques lors du calcul des valeurs propres et des fonctions propres de
la matrice de transfert T" & travers la couche réseau constituant la couche élémentaire
du cristal. C’est pourquoi nous avons élaboré dans la section 5.5 un algorithme qui
permet d’obtenir les valeurs propres et les fonctions propres de la matrice de transfert
T a travers la couche réseau sans instabilités numeériques. Cet algorithme consiste
a déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de la matrice (T + )~
directement reliées a celles de la matrice 7' (la matrice I est la matrice identité
opérant dans le méme espace que la matrice T) Nous avons donné l'expression de
la matrice (T4 )~ pour les deux types d’algorithmes d’empilement de couches
réseaux généralement utilisés [70] : I'expression de la matrice (74+1)~" a partir de la
matrice de diffraction de la couche réseau (ou matrice S) est (5.109) et I'expression
de la matrice (T + I)~" a partir de la matrice impédance de la couche réseau (ou
matrice R) est (5.103).

Nous avons donc trouvé une solution au principal défaut de la méthode que nous
avons qualifiée de méthode réseau. Ainsi, combinée avec les techniques performantes
mises au point dans I’étude numeérique des réseaux, nous pensons que la méthode
réseau présentera de nombreux avantages. En particulier, nous nous sommes inspirés
de la méthode des valeurs propres et des fonctions propres exactes mise au point
dans I’étude numérique des réseaux lamellaires monodimensionnels pour développer
un code numérique spécialement adapté aux cristaux photoniques “tas de bois”, une
structure a bandes photoniques interdites parmi les plus prometteuses.
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5.7.2 Situation de notre méthode pour résoudre les équations
de Maxwell en présence d’un cristal photonique “tas de
bois”

Nous avons largement profité des techniques mises au point dans ’étude nu-
mérique des réseaux (en particulier les connaissances acquises par le Laboratoire
d’Optique Electromagnétique) pour étudier les cristaux photoniques “tas de bois”.
Nous nous sommes inspirés de la méthode modale utilisant les valeurs propres et les
fonctions propres exactes pour résoudre numériquement les équations de Maxwell a
I'intérieur de la structure “tas de bois”.

La méthode modale utilisant les valeurs propres et fonctions propres exactes a
été introduite pour étudier numériquement les réseaux lamellaires monodimension-
nels [61, 62, 63]. Cette méthode évite 1'utilisation de la base de Fourier pour décrire
les fonctions ¢ et p alors constantes par morceaux (et donc discontinues). Ainsi, la
structure est toujours décrite de facon idéale. De plus, le champ électromagnétique
est représenté dans chaque couche lamellaire par des fonctions qui sont spécialement
adaptées a la géométrie de la couche lamellaire. Ces deux avantages font que la mé-
thode modale utilisant les valeurs propres et fonctions propres exactes est bien plus
performante que les méthodes usuelles qui utilisent la base de Fourier. La comparai-
son que nous avons réalisée dans la section 5.5.4 avec la méthode modale utilisant
les valeurs propres et les fonctions propres approchées dans la base de Fourier |71]
va dans ce sens.

Nous avons adapté la méthode modale utilisant les valeurs propres et fonctions
propres exactes aux structure “tas de bois” en utilisant le résultat de L. Li établi
dans [65]. Nous pensons que les avantages de cette méthode constatés dans le cas
des réseaux monodimensionnels seront encore plus significatifs dans le cas des struc-
tures “tas de bois” bidimensionnelles. La comparaison que nous avons réalisée dans
la section 5.5.4 nous indique que notre code numérique devrait exiger un temps
de calcul au moins 100 fois inférieur qu'un code numérique utilisant une méthode
usuelle. Nous préciserons dans le chapitre 7 le temps de calcul qu’exige notre code
numérique: ce temps de calcul est typiquement de l'ordre de la seconde sur une
station de travail.



Chapitre 6

Etude numérique de la diffraction
par un cristal photonique

Dans ce chapitre 6, nous étudions les propriétés de diffraction des cristaux pho-
toniques avec une approche numérique. Ce chapitre 6 regroupe deux études diffé-
rentes. Une premiére étude vise a illustrer numériquement les résultats théoriques
de la premiére partie sur la trajectoire du champ électromagnétique a l’'intérieur
d’un cristal photonique. La deuxiéme étude vise & compléter I’étude théorique de
la diffraction par un cristal photonique monodimensionnel que nous avons réalisée
dans la deuxiéme partie.

Nous étudions la trajectoire du champ électromagnétique a l'intérieur d’un cris-
tal photonique dans la section 6.1. D’aprés notre étude théorique de la section 2.2,
la trajectoire du champ électromagnétique est déterminée par la vitesse de groupe,
elle-méme déterminée par la relation de dispersion du cristal photonique. La relation
de dispersion d’un cristal photonique est beaucoup plus riche que la relation de dis-
persion d’un milieu homogéne usuel. C’est pourquoi nous pouvons observer dans les
cristaux photoniques des phénomeénes inhabituels ; nous entendons par “phénomeénes
inhabituels” des phénoménes qui ne peuvent étre observés dans un milieu homogeéne
usuel et qui sont contraires a l'intuition.

Nous présentons plusieurs exemples numériques qui mettent en évidence des phé-
nomeénes de réfraction inhabituels. Nous présentons un exemple d’ultra-réfraction ;
nous entendons par “ultra-réfraction” le phénoméne de réfraction qui serait observé
s’il existait des milieux homogénes d’indice optique inférieur & celui du vide, voir
proche de zéro. Nous présentons un exemple de réfraction négative; nous enten-
dons par “réfraction négative” le phénomeéne de réfraction qui serait observé s’il
existait des milieux homogénes d’indice optique négatif. Enfin, nous présentons un
exemple de lentille & bords épais convergente illustrant ici encore le phénoméne
d’ultra-réfraction.

Nous complétons notre étude de 'influence des interfaces séparant un cristal pho-
tonique monodimensionnel du milieu extérieur dans la section 6.2. Nous montrons
que nous pouvons appliquer dans le cas d’un cristal photonique monodimensionnel
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une régle analogue a la deuxiéme loi de Descartes: si w(k) est la relation de dis-
persion, alors les composantes tangentielles du vecteur k sont conservées au passage
de linterface qui sépare le cristal photonique monodimensionnel du milieu extérieur.

Enfin, nous confirmerons la validité de notre estimation de 'influence des inter-
faces séparant le cristal du milieu extérieur au moyen d’exemples numériques dans
les sections 6.3 et 6.4.

6.1 Phénoménes de réfraction inhabituels

Dans cette section 6.1, nous considérons deux structures différentes. Nous consi-
dérons le cristal photonique monodimensionnel que nous avons défini dans la deux-
iéme partie et un cristal photonique bidimensionnel que nous définirons dans la
section 6.1.2. Nous considérons un cristal photonique bidimensionnel pour mettre
en évidence la réfraction négative qui ne peut avoir lieu dans le cas d’un cristal pho-
tonique monodimensionnel. Enfin, I’ensemble des phénoménes que nous présentons
dans cette section 6.1 a fait 'objet d’une publication [23] comprenant des exemples
différents (ou le cristal photonique considéré est un ensemble de tiges circulaires
homogenes).

6.1.1 Mise en évidence numérique de l'ultra-réfraction dans
un cristal photonique monodimensionnel

Nous utilisons dans cette section 6.1.1 les notations adaptées aux cristaux pho-
toniques monodimensionnels que nous avons introduites dans la deuxiéme partie.

Données numériques du cristal photonique monodimensionnel De méme
que dans la section 4.5.4, le cristal photonique monodimensionnel est constitué de
n = 1000 couches élémentaires (4.69). La couche élémentaire est le cas particulier
que nous avons défini dans la section 3.1. Les fonctions € et g ont pour valeurs
numériques (4.12,4.13) et les deux strates constituant la couche élémentaire ont
méme épaisseur optique (4.14).

Données numériques du champ électromagnétique La valeur numérique de
la fréquence et la polarisation (3.11) du champ électromagnétique sont

21 [(whsy/Eotto) = 1.697 et H,o =0 (polarisation TE). (6.1)

De méme que dans la section 4.5.4, 'amplitude A qui définit (3.60) la fonction U*
représentant le champ incident est la gaussienne (4.72,4.73) centrée en a; = «y, de
largeur spatiale L et de support K ,. La valeur numérique de la variable aq est

ap/\/Eopto = sinfy = 0.1736. (6.2)

Cette valeur numérique de la variable g implique que ’angle d’incidence moyen du
champ incident est 6, = 10 degrés.
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Fi1G. 6.1: Mise en évidence numérique de l'ultra-réfraction. Nous avons représenté
sur la figure de gauche la relation de dispersion dans le cristal et la vitesse de groupe
en ki = 0.1023 (ce qui correspond a la valeur numérique (6.2) de la variable oy ou
encore & un angle dans le milieu extérieur de 10 degrés). Nous avons représenté sur
la figure de droite le carré du module de la fonction U en superposant la vitesse de
groupe. L’échelle de gris est linéaire : la valeur 1.0 correspond a la valeur mazimale
du carré du module de la fonction U’ représentant le champ incident.

Mise en évidence numérique de l'ultra-réfraction Nous avons représenté
sur la figure 6.1 a droite le carré du module de la fonction U représentant le champ
électromagnétique en présence du cristal photonique monodimensionnel (3.11). La
trajectoire des rayons coincide avec la vitesse de groupe a l'intérieur du cristal que
nous avons représenté pour la valeur

ki = 0.1023 (6.3)

qui correspond & la valeur (6.2) de 'angle d’incidence moyen. L’angle entre ’axe
vertical et la trajectoire des rayons est plus important a l'intérieur du cristal que
dans le milieu extérieur qui posséde les propriétés du vide. Si nous interprétons les
propriétés du cristal comme celles d’'un milieu homogéne obéissant a la deuxiéme
loi de Descartes, alors les propriétés du cristal sont semblables a celles d’un milieu
homogéne d’indice optique inférieur a celui du vide.

Ce phénoméne, généralement appelé ultra-réfraction, se produit presque systé-
matiquement a ’approche de la frontiére Aq a 'intérieur de la bande de transpa-
rence B dans le cas d’un cristal photonique monodimensionnel (nous avons défini
les domaines A, et B dans la section 4.1.2). En effet, d’aprés (4.115,4.111,3.52),
I’expression de ’angle 6 entre ’axe vertical et la trajectoire des rayons a l'intérieur
du cristal est

1

why\/1 — (T /2)?

| tan 6¢| =

(6.4)

otrT/2
8061
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Alors, d’aprés la définition (4.4), ’angle 6¢ tend systématiquement vers +m /2 quand
la variable ay s’approche de la frontiére Aq si la fonction 0trT /0y ne s’annule pas
sur Ag.

Seulement, ce phénomeéne est difficilement observable. En effet, d’aprés (4.27,4.28,
3.52) I'expression du coefficient de réflexion en énergie sur U'interface plane séparant
le cristal du superstrat est

w|2
~ 1—
I [trT/2|—1- |15

1— (T/2)2. (6.5)

[’association des deux relations (6.4) et (6.5) nous indique que le coefficient de
réflexion en énergie |r%|? tend systématiquement vers 1 quand I'angle ¢ tend vers
+7/2. Autrement dit, ’énergie mise en jeu dans le phénoméne de 1'ultra-réfraction
est d’autant plus petite que le phénoméne est spectaculaire.

6.1.2 Mise en évidence numérique de la réfraction négative
dans un cristal photonique bidimensionnel

Nous utilisons dans cette section 6.1.2 les notations adaptées aux structures “tas
de bois” que nous avons introduites dans le chapitre 5 de cette troisiéme partie.

Données numériques du cristal photonique bidimensionnel Le cristal pho-
tonique bidimensionnel que nous considérons est un bloc homogéne d’indice diélec-
trique proche de celui du SiO, (environ 1.45 dans le domaine de I'optique et du
proche infrarouge) percé de trous paralléles, de section carrée, et situés sur un ré-
seau carré. Ces trous peuvent donc étre interprétés comme des tiges homogénes dont
les propriétés sont celles du vide.

La structure “tas de bois” que nous définissons constitue la couche élémentaire
du cristal photonique.

La couche élémentaire est une structure “tas de bois” constituée de trois couches
lamellaires (figure 6.2). Nous choisissons le repére orthonormé (3.1) tel que les axes
des trous soient dirigés suivant la direction e;. Alors,

L=3, s()=1 Vie{l1,23}. (6.6)

Le cristal photonique bidimensionnel d’épaisseur finie est donc un réseau monodi-
mensionnel périodique dans la direction e;. Nous exprimons donc toutes les longueurs
en fonction de la période spatiale h;. La premiére couche lamellaire est une couche
homogene: elle est donc constituée de

tige dont 1’épaisseur, la largeur et la constante diélectrique sont

h3’1 = h1/4, w11 = hl et 81’1/80 = (145)2 (68)
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Fi1G. 6.2: Coupe de la couche élémentaire qui permet d’engendrer le cristal photo-
nique bidimensionnel. La couche élémentaire est constituée de L = 3 couches lamel-
laires. Les premiere et troisieme couches lamellaires sont des couches homogeénes. la
deuzieme couche lamellaire est constituée de My = 2 tiges homogeénes.

La deuxiéme couche lamellaire est constituée de

My = 2 (6.9)
deux tiges dont ’épaisseur, la largeur et la constante diélectrique sont

hso = h1/2, wo1 = wee =hy/2, e91/cq=(1.45)% et e95=-c¢. (6.10)
La troisiéme couche lamellaire est identique a la premiére couche lamellaire.

My =1, haz="hi/4, ws;=h et e3,/e0=(1.45)° (6.11)
Les trois composantes de la période spatiale d3 sont

d31 =d3o =0 et dss3=hs=hsi+hso+hss=h. (6.12)

Nous modélisons ce cristal photonique bidimensionnel par un empilement de n =
1000 couches élémentaires C (5.92). La fonction e vérifie & I'intérieur du cristal

VeelC,Vny €{0,---,n—1}:e(x —nzd3) = e(x) avec n=1000. (6.13)

Enfin, le superstrat et le substrat possédent les propriétés du vide et I’ensemble
des matériaux qui constituent la couche élémentaire possédent les mémes propriétés
magnétiques que le vide.

Vo e R : pu(z) = po, e(2) =" Va3 >0 et e(z) =% Vaz < —nhs. (6.14)

Données numériques du champ électromagnétique Le champ incident est
une superposition d’ondes planes incidentes E d’expression (5.71,5.70,5.74). Les
valeurs numeériques de la fréquence w et des angles ¢' et §* sont pour toutes les
ondes planes incidentes

21 /(whi/Eofo) = 1.309, @' =0 et & =0. (6.15)
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F1G. 6.3: Relation de dispersion a fréquence constante. Nous avons représenté la
relation de dispersion avec une ligne continue pour la fréquence w de valeur numé-
rique (6.15) et avec une ligne discontinue pour la fréquence w' de valeur numérique
légerement supérieure a celle de w. Nous avons représenté la vitesse de groupe Viw,
normale aux courbes de fréquence constante et orientée vers les fréquences crois-
santes.

Le cristal photonique bidimensionnel que nous venons de décrire est invariant dans
la direction eg. Alors, le choix (6.15) implique que le probléme général se réduit a un
probléme scalaire (¢' = 0) de polarisation TE (¢° = 0); le champ électromagnétique
total est représenté par I'unique composante E, 5 et est indépendant de la variable
ZTo.

Soit E,, la partie incidente de la fonction E,,,. La fonction E7, , est une super-
position d’ondes planes incidentes. Soit A I'amplitude de cette superposition. Pour
tout z; € R et pour tout 3 > 0:

i (a1, 25) = / A(K Je0) exp(ikiz + ikizg) diy (6.16)
[-1/2,1/2]

ol expression des composantes ki et k% est (5.69). De méme que dans la section
6.1.1 précédente, 'amplitude A est la gaussienne (4.72,4.73) centrée en (ki /w) = ay,
de largeur spatiale L et de support /,. La valeur numérique de la variable aq est

ao/\/Eopto = sinfy = 0.4163. (6.17)

Cette valeur numérique de la variable g implique que ’angle d’incidence moyen du
champ incident est 0y = 24.6 degrés.

Mise en évidence numérique de la réfraction négative Nous avons repré-
senté sur la figure 6.3 la relation de dispersion (restreinte aux valeurs positives des
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F1G. 6.4: Mise en évidence numérique de la réfraction négative. Nous avons repré-
senté le carré du module de la fonction E o en superposant la vitesse de groupe.
L’échelle de gris est logarithmique : la valeur 1.0 correspond a la valeur mazimale
du carré du module de la fonction EZJ,Z représentant le champ incident.

composantes k; et k3 en raison des symétries du cristal) pour deux fréquences dif-
férentes. Nous pouvons alors lire directement sur la figure 6.3 l'orientation de la
vitesse de groupe: la vitesse de groupe est orientée vers les fréquences croissantes.
La figure 6.3 nous indique donc que pour la valeur

ki = 0.318, (6.18)

correspondant & la valeur (6.17) de 'angle d’incidence moyen, la trajectoire du
champ électromagnétique a 'intérieur du cristal est dirigée vers les x; négatifs bien
que la trajectoire du champ incident a 'extérieur du cristal soit dirigé vers les x;
positifs (figure 6.4). Si nous interprétons les propriétés du cristal comme celles d'un
milieu homogéne obéissant a la deuxiéme loi de Descartes, alors les propriétés du
cristal sont semblables a celles d’'un milieu homogéne d’indice optique négatif. Ce
phénoméne que nous avons mis en évidence numériquement sur la figure 6.4 est
généralement appelé réfraction négative.

6.1.3 Mise en évidence numérique d’une lentille concave con-
vergente

Nous montrons dans cette section 6.1.3 que les propriétés d’un cristal photonique
peuvent étre trés proches de celles d’'un milieu homogéne d’indice optique proche de
zéro dans certaines conditions. Ce phénoméne pourrait en particulier permettre de
réaliser des lentilles de distance focale bien plus petite que celle des lentilles usuelles.
C’est pourquoi nous étudions numériquement le comportement du champ électro-
magnétique en présence d’une lentille concave taillée dans un cristal photonique
monodimensionnel.
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La difficulté consiste a énoncer une régle simple et systématique qui permet d’es-
timer un tel phénoméne a priori. J. Dowling et al. ont proposé dans [80] d’interpréter
la vitesse de phase dans un cristal photonique comme I'inverse de I'indice “effectif”
multiplié par la constante de proportionnalité \/Eofiy (nous entendons par indice
“effectif” I'indice du milieu homogéne dont les propriétés sont proches de celle du
cristal photonique).

L’étude théorique et numérique que nous avons déja réalisée nous indique que
cette interprétation n’est pas la meilleure pour rendre compte de la trajectoire du
champ électromagnétique dans un cristal photonique. Seulement, dans cette section
6.1.3, nous nous intéressons a la diffraction par des objets de forme complexe qui,
a priori, ne rentrent pas dans le cadre que nous avons étudié précédemment. C’est
pourquoi, de méme que dans [23], nous nous laissons guider par l'interprétation
présentée dans [80].

Modélisation d’une lentille concave Nous modélisons une lentille par une
structure invariante dans la direction ey. Soit £ la lentille concave. La lentille
concave L est le volume délimité par les deux interfaces planes verticales d’équation
x1 = —W/2 et x1 = W/2, par l'interface plane horizontale d’équation 23 = 0 et par
interface cylindrique d’équation (z3 — x5)* + z = R? (figure 6.5).

L:{I:$1€1+I262+I363€R3‘—W/2§I1§W/2, x3§0

(6.19)
et Vo, € [-R, R) : X§(21) < 3},
ou
W>0, R>0, z5<-—R, (6.20)
et
Va, € [-R,R]: X§(x1) = a§ + \/ R? — 22. (6.21)
T3
W2 W2
/ R \
/ \
/ \
/ \
4 s

F1G. 6.5: Coupe de la lentille concave L de largeur W et délimitée par linterface
plane d’équation x3 = 0 et par linterface cylindrique de rayon R centrée en (xq,x3) =
(0, ).
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La lentille £ est donc une lentille concave, d’axe (O, x3), de largeur W et dont les
propriétés optiques dépendent du rayon R et du matériau qui la constitue.

Notre code numérique nous impose de répéter périodiquement la lentille £. Nous
modélisons donc la lentille concave par un réseau de lentilles. Ce réseau de lentilles
est un réseau monodimensionnel, périodique dans la direction e; de période spatiale
W. Soit L, la lentille £ répétée périodiquement.

,C# = {(5171 + n1W)€1 + o€y + Tze3 € R? ‘ (5171,{,52,{,53) € ,C, ny € Z} (622)

Nous remplissons la lentille £, avec le cristal photonique monodimensionnel parti-
culier que nous avons défini dans la section 3.1.

VeeLl,:e(x) et p(x) vérifient (3.2,3.3,3.6,3.7). (6.23)
Enfin, le milieu extérieur posséde les mémes propriétés que le vide.
Ve e R\ Ly:e(x)=¢c¢ et pu(x)= uo. (6.24)

Notre modélisation de la lentille comporte deux hypothéses que nous commen-
tons.

Premiérement, nous supposons que les lentilles que nous ajoutons artificiellement
ont une influence négligeable sur le champ électromagnétique. En effet, le champ
électromagnétique est une nappe dont les dimensions sont comparables a celle d'une
lentille. L’énergie électromagnétique de cette nappe est donc concentrée sur une
unique lentille et est négligeable en présence de celles ajoutées artificiellement. Alors,
cette premiére hypothése est justifiée si 'influence de la matiére est négligeable 1a
ou I’énergie électromagnétique est elle-méme négligeable.

Deuxiémement, notre code numérique ne nous permet pas de décrire fidélement
la courbe d’équation z3 = X§(r1) définissant l'interface cylindrique de la lentille.
Nous approchons cette courbe par une fonction constante par morceaux constituée
d’autant de marches d’escalier qu’il y a de strates homogenes dans le cristal pho-
tonique remplissant la lentille. Cette approximation est parfaitement justifiée si la
longueur d’onde est grande devant les dimensions des marches d’escalier [81]. Seule-
ment, dans notre cas, la longueur d’onde est du méme ordre de grandeur que les
dimensions des marches d’escalier. L’unique justification de notre modélisation que
nous pouvons apporter a priori est que les dimensions de la lentille sont trés grandes
devant la longueur d’onde et que le champ électromagnétique est une nappe dont les
dimensions sont du méme ordre de grandeur que celles de la lentille. Nous suppo-
sons donc qu’a cette échelle trés grande devant la longueur d’onde, 'influence de la
petite déviation que constituent les marches d’escalier est négligeable. Surtout, nous
réaliserons un test dans le cas ou la lentille est remplie d’un matériau homogeéne
pour valider cette seconde hypothése.

Données numériques de la lentille concave Le cristal photonique monodi-
mensionnel qui remplit la lentille est identique & celui que nous avons défini dans la
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section 4.5.4. Nous exprimons les trois paramétres (6.20) qui déterminent la forme
de la lentille en fonction de la période spatiale h3 du cristal.

W =60hs, R=60hs, et a5=—T0hs. (6.25)

Les dimensions de la lentille sont donc trés grandes devant les dimensions du cris-
tal photonique qui la remplit. Les marches d’escalier de la fonction qui approche
I'interface cylindrique de la lentille constituent donc une petite déviation.

Données numériques du champ électromagnétique Les valeurs numériques
de la fréquence w et des angles ¢’ et §* sont pour toutes les ondes planes incidentes

21/ (whs\/Eopio) = 1.697, ¢'=0 et & =0. (6.26)

De méme que dans la section 6.1.2, amplitude A qui définit (6.16) la fonction Eiyg
représentant le champ incident est la gaussienne (4.72) centrée en (k!/w) = ay, de
largeur spatiale L et de support K ,. La valeur numérique de la variable aq et de la
largeur spatiale L sont

QU/\/SU/LU =0 et L= 30h3 (627)

Le support K, de 'amplitude A est (4.73) ou les valeurs numériques de la largeur
spatiale L et de la fréquence w sont (6.27) et (6.26).

La largeur spatiale L de la gaussienne représentant le champ électromagnétique
est deux fois plus petite que la largeur W de la lentille. [’énergie électromagnétique
est donc concentrée sur une unique lentille. Enfin, la largeur spatiale L est trés
grande devant les dimensions du cristal photonique qui remplit la lentille. La nappe
que constitue le champ électromagnétique est donc trés grande devant les marches
d’escalier de la fonction qui approche I'interface cylindrique de la lentille.

Mise en évidence numérique d’une lentille concave convergente Nous
avons représenté sur la figure 6.6 & gauche la relation de dispersion du cristal pho-
tonique monodimensionnel pour la valeur numérique (6.26) de la fréquence. Il est
proposé dans [80, 23| de définir un indice “effectif” a partir de la vitesse de phase
dans le cristal photonique. Soit e.; la constante dielectrique “effective locale” du
cristal (cette constante diélectrique dépend fortement de I’angle d’incidence).

V(K jw) € K, : eufeo = [21/(hswy/Eomo)]” (K2 + k2) ~ (0.025)2. (6.28)

Soit xg I’altitude a laquelle ’énergie transmise par la lentille se focalise. Si nous uti-
lisons 'approximation des petits angles, la constante diélectrique “effective” permet
de donner une estimation théorique cette altitude:

e Veea/€o
T — a3 = —————R=a~\eg/co R. 6.29
3 3 1—\/6‘9T/80 ff/ 0 ( )
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F1G. 6.6: Mise en évidence numérique d’une lentille concave convergente. Nous avons
représenté sur la figure de gauche la relation de dispersion dans le cristal. Nous avons
représenté sur la figure de droite le carré du module de la fonction E o a l'estérieur
de la structure “tas de bois”. L’échelle de gris est linéaire : la valeur 1.0 correspond
a la valeur mazximale du carré du module de la fonction EZJ’Q représentant le champ
incident.

Nous avons représenté sur la figure 6.6 & droite le champ électromagnétique en
présence du réseau de lentilles. Nous constatons que 1’énergie transmise se focalise
a proximité du centre (0,z5) du cercle de rayon R représenté par le symbole +.
[’étendue de la tache d’énergie autour du centre (0,x5) ne nous permet pas lire
précisément ’altitude x{,: . Nous pouvons cependant remarquer que la position de la
tache d’énergie focalisée n’est pas en contradiction avec I’estimation théorique (6.29)
de l'altitude x{; . Nous obtenons donc des résultats semblables a ceux déja obtenus
dans le cas d’un cristal photonique bidimensionnel [23].

Diffraction par une lentille concave remplie d’un matériau homogéne
Nous reproduisons I’exemple précédent en remplacant la valeur numérique de la
fonction £ par la constante diélectrique “effective” (6.28) a I'intérieur de la lentille.

E1=¢ceg €t co=cg=—=¢c(x) =cq V€L, (6.30)

La figure 6.7 nous permet de vérifier que notre modélisation de la lentille est cor-
recte. Elle permet également de constater que la tache d’énergie produite par le
cristal photonique monodimensionnel est proche de celle produite par le milieu ho-
mogéne dont 'indice “effectif” est défini a partir de la vitesse de phase dans le cristal
photonique. L’interprétation proposée dans [80] est donc confirmée par cet exemple
numeérique.

Enfin, nous pouvons remarquer que I’énergie focalisée par la lentille en cristal
photonique est bien plus importante que I’énergie focalisée par la lentille homogéne.
L’énergie transmise par la lentille homogene est déterminée par la constante diélec-
trique “effective” (d’aprés l’expression du coefficient en énergie de Fresnel, elle est
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g

F1G. 6.7: Diffraction par une lentille remplie d’un matériau homogéne de constante
diélectrique € .5/e0 = (0.025)2.

peu différente de 16¢ 4/2¢). L’énergie transmise par la lentille en cristal photonique
est déterminée par le coefficient de réflexion en énergie d’expression (4.27). Ce coef-
ficient de réflexion en énergie n’obéit pas a la méme loi que le coefficient de réflexion
en énergie de Fresnel. Ainsi, comme le montre la figure 6.6, les propriétés d’'un cristal
photonique monodimensionnel peuvent étre proches de celles d'un milieu homogéne
d’indice optique proche de zéro mais avec une énergie transmise par le cristal qui
n’est pas négligeable.

6.2 Influence d’une interface plane quelconque sé-
parant un cristal photonique monodimensionnel
du milieu extérieur

Dans cette section 6.2 nous étudions précisément I'influence d’une interface plane
quelconque qui sépare un cristal photonique monodimensionnel du milieu extérieur.
Cette étude nous permettra alors de prévoir et de mettre en évidence numériquement
d’autres phénomeénes de réfraction inhabituels.

Nous utilisons dans cette section deux systémes de coordonnées orthonormés.
Le premier systéme de coordonnées (3.1) est associé au cristal photonique mono-
dimensionnel et le deuxiéme systéme de coordonnées est associé a l'interface plane
séparant le cristal du milieu extérieur. Soit (O, €}, €}, €3) le deuxiéme repére ortho-
normé. Tout élément = de I'espace R? est repéré a la fois par ses trois coordonnées
(x1, T2, x3) associées au repére (3.1) et par ses trois coordonnées (x, 4, x%) associées
au repére (O, e, e, e}).

Vo eR :x=uale] +ahel +aiey avec e -5 =0 Vi, je{l1,2,3}. (6.31)
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6.2.1 Description de la structure

L’espace R? est séparé en deux par le plan d’équation x4 = 0. Le demi-espace
supérieur (ou superstrat) est constitué d’un milieu homogéne caratérisé par les
contantes positives ¢ et " (figure 6.8).

F1G. 6.8: Représentation d’une interface plane quelconque séparant un milieu homo-
géne d’un cristal photonique monodimensionnel.

VeeR :2 >0= c(z) =" et pu(x)=pu" (6.32)

Le demi-espace inférieur est constitué d’un cristal photonique monodimensionnel
périodique dans la direction ez. Les fonctions ¢ et p ne dépendent alors que de la
variable 3.

Ve eR :ah <0= c(z) = c(z3) et pu(x)=pu(x;). (6.33)

Les fonctions ¢ et p sont périodiques dans la direction e3 de période spatiale hg dans
tout le demi-espace inférieur (figure 6.8). Pour tout € R?® et pour tout n3 € Z:

zh <0 et ah+nghges ey < 0= e(xy+ nghy) = (), (6.34)
h <0 et ah+nghges - ey < 0= p(xy;+nzhy) = pu(z,). .

Enfin, nous pouvons choisir les repéres (O, e;, e,, €3) et (O, €], €}, €4) tels que que les
deux vecteurs e, et e}, coincident. Nous repérons alors 'interface plane d’équation
x% = 0 par 'angle 6 entre le vecteur e qui lui est normal et le vecteur e; qui est la
direction dans laquelle le cristal est périodique (figure 6.8).

ey =€y, cosf=ey- €5 et sinf°=e; -e;. (6.35)

6.2.2 Symétries de la structure

Nous considérons le cas ou langle 6 est non-nul (nous avons déja étudié en
détail le cas particulier ot #° est nul dans la deuxiéme partie). La structure que
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nous venons de décrire est un réseau monodimensionnel ; les fonctions € et y qui
vérifient (6.32,6.33,6.34) sont indépendantes de la variable x}, = x5 et, surtout, sont
périodiques dans la direction €} de période spatiale h’.

(6.32,6.33,6.34) =V € R® :e(x) = e(a),25) et p(z) = p(x,zh).
e(x+nihie)) =¢e(x) Vn| €Z, (6.36)
p(x +nihiel) = p(z) Vnj € Z,
ou
B = hg/| sin 0°] . (6.37)

A ce stade, de méme que dans le chapitre 5, nous faisons les hypothéses nécessaires
sur le champ électromagnétique harmonique puis nous utilisons les symétries du
réseau.

6.2.3 Hypothése sur le champ électromagnétique harmonique

Le champ électromagnétique harmonique est représenté par les deux champs
complexes E, et H, qui dépendent de la seule variable d’espace x € R® (3). Nous
supposons dans cette section 6.2 que les champs complexes F,, et H,, vérifient 1’hy-
pothése suivante, analogue a I’hypothése II1.1 (5.14).

Hypothése II1.1° Les champs complexes E, et H, sont tels que, pour tout x4 €
R, les fonctions F (-, -, z3) et H,(-,-, 2%) soient de carré sommable.

/ | Bl o) |* + | Ho(ah ah,2t) |2dedeh < 0o Wah € R (6.38)
R2

6.2.4 Conséquence des symétries: décomposition de Floquet
partielle

D’aprés (6.36), la structure que nous considérons dans cette section 6.2 est in-
variante dans la direction e}, et périodique dans la direction €}. Alors, d’aprés I’hy-
pothése (6.38) nous pouvons réaliser une décomposition du probléme général : nous
utilisons la transformation de Fourier dans la direction €, et la transformation de
Floquet-Bloch dans la direction €.

Définition de la transformation de Fourier Nous pouvons définir formellement la
transformation Fourier que nous utilisons dans cette section 6.2.1. Soit GG la transformée
de Fourier de G. Alors, pour tout G = E,, H,,, et pour tout (x},k},2%) € R3:

PN 1
G(z), kb, x5) = h—,/RG(x'l,x'Q,x'S)exp[—2z'7rk§(x'2/h'2)] dzh, oun hhy>0. (6.39)
2
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La transformation de Floquet-Bloch associée au réseau monodimensionnel
{nihie}|n} € Z} Par analogie avec la section 5.2.2, nous pouvons définir formelle-
ment la transformation de Floquet-Bloch U; associée au réseau monodimensionnel. Pour
tout G = E, H,, pour tout = € R® et pour tout k] € [-1/2,1/2]:

(U G)(z, k) = Z G(z + nihiey) exp(—2imni k) . (6.40)
ny EZ
La transformation de Floquet-Bloch inverse associée au réseau monodimen-
sionnel {n{hie} |n} € Z} De méme que dans la section 5.2.2, nous pouvons recomposer
les champs E, et H, en utilisant la transformation de Floquet-Bloch inverse. Pour tout
G = E,, H, et pour tout z € R3 :

G = O = [ Gk (6.41)

Le probléme général qui consiste a résoudre les équations de Maxwell harmoniques
(4) se décompose donc en une famille de problémes élémentaires indexée par le para-
meétre (£}, k}) décrivant 'ensemble [—1/2,1/2] x R. Soient 0] et 05 les opérateurs de
dérivation par rapport aux variables 2/ et z%. Chaque probléme élémentaire consiste
a résoudre I’équation

[O1€) +i(2m/hb) Kyl + Dyel] X E — iwpH =0, (6.42)
. - 6.42
[Oh€) +i(2m/hb)khel + Dhel] x H + iwe B = 0,

ot les fonctions E et H sont localement de carré sommable par rapport a la variable
/
xy,

/ | B, at)|* + |, ah) |2dey < 0o Wab € R, (6.43)
[0,h1]

et oil les fonctions F et H vérifient les conditions de Bloch a la frontiére de 'intervalle
[0, BY].

V (2}, xy) € RVl € Z: E(z, +n' by, x) = exp(2imn! k) E (), ) . (6.4
V (2, 2h) € R2,Vn) € Z: H(x,,+n b, 4) = exp(2inni k) H (), x}) . .

6.2.5 Influence d’une interface plane séparant un milieu ho-
mogeéne et un cristal monodimensionnel

Nous considérons 'équation (6.42) dans le demi-espace inférieur rempli par le
cristal. Une solution propagative dans la direction e} de 'équation (6.42) est pro-
pagative dans les trois directions de 'espace (la condition (6.44) implique que la
solution est propagative dans la direction €} et la dépendance en z, est de type
onde plane). Une telle solution est donc une fonction de Bloch dans le cristal: cette
fonction de Bloch est associée a un point de la relation de dispersion dans le cristal
photonique.
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Nous pouvons reproduire le méme raisonnement dans le demi-espace supérieur
rempli par le milieu homogéne. Alors, la relation de dispersion du milieu homogéne

K (w, k) k) € R (6.45)

détermine les solutions propagatives dans le demi-plan supérieur et la relation de
dispersion du cristal monodimensionnel

Ki(w, K, k) € R (6.46)

détermine les solutions propagatives dans le demi-plan inférieur.

La décomposition du probléme que nous avons réalisée (en utilisant les transfor-
mations de Fourier (6.39) et de Floquet-Bloch (6.40)) montre que les composantes
k| et ki, du vecteur k = (ki, k), k}) & U'intérieur du cristal monodimensionnel coin-
cident avec celles du vecteur k* = (k}, k%, kY) dans le milieu homogéne extérieur.
Nous retiendrons donc la propriété suivante.

Propriété 6.1 Soit une interface plane séparant un milieu homogene et un cris-
tal photonique monodimensionnel. Soient w(k") et w(k) les relations de dispersion
dans le milieuw homogéne et dans le cristal photonique monodimensionnel. Alors, une
solution propagative dans le milieuw homogéne associée au vecteur k% est couplée a
une solution propagative dans le cristal photonique monodimensionnel associée au
vecteur k si les composantes tangentielles des vecteurs k" et k coincident.

6.2.6 Conclusion

Nous avons déterminé 'influence d’une interface plane quelconque séparant un
cristal photonique monodimensionnel d’un milieu homogéne : notre résultat est ré-
sumé dans la propriété 6.1. Nous utilisons ce résultat dans la suite de ce chapitre
6; nous montrons des exemples numériques de réfraction inhabituels que seul ce
résultat permet d’expliquer et de prévoir.

La méme étude dans le cas des cristaux photoniques bi et tridimensionnels est
dans le cas général plus délicate. En effet, si nous coupons un cristal photonique
bi ou tridimensionnel par un plan quelconque, la structure obtenue est, dans le
cas général, une structure non pas périodique mais quasi-périodique dans les deux
directions du plan [82, 21|. Nous ne pouvons donc pas utiliser la transformation de
Floquet-Bloch pour montrer que les composantes tangentielles du vecteur k sont
conservées au passage de l'interface plane dans le cas général.

Seulement, il est possible de couper un cristal photonique bi ou tridimensionnel
par des plans particuliers tels que la structure obtenue soit périodique dans les deux
directions du plan [21]: il faut et il suffit qu'un tel plan contienne une face d’une
maille élémentaire permettant d’engendrer le cristal. Alors, dans ce cas particulier,
nous pouvons montrer par un raisonnement analogue a celui de cette section 6.2
que les composantes tangentielles du vecteur £ sont conservées. En pratique, si nous
considérons un cristal photonique bidimensionnel constitué de tiges paralléles, une
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condition suffisante pour pouvoir utiliser la propriété 6.1 est que la structure finale ne
comporte que des tiges entiéres. Ainsi, dans [23], la propriété 6.1 permet de justifier
les propriétés de diffraction d’une lentille concave et d’un prisme constitués de tiges
circulaires.

6.3 Mise en évidence numérique de I’'influence d’une
interface plane séparant un cristal photonique
monodimensionnel du milieu extérieur

Dans cette section 6.3 nous montrons numériquement que la propriété 6.1 permet
de rendre compte fidélement de I'influence d’une interface plane séparant un cristal
monodimensionnel du milieu extérieur.

Pour cela, nous mettons en présence un méme cristal et un méme champ inci-
dent dans deux cas ou seules les interfaces planes qui séparent le cristal du milieu
extérieur sont modifiées: nous montrons alors que le comportement du champ élec-
tromagnétique en présence du cristal est radicalement différent dans les deux cas.
De plus, nous mettons en évidence numériquement un phénomeéne de réfraction par-
ticulierement spectaculaire.

6.3.1 Exemple numérique de référence

Données numériques du cristal photonique monodimensionnel Nous consi-
dérons le méme cristal photonique monodimensionnel que dans les sections 4.5.4 et
6.1.1. Le repére (3.1) associé au cristal coincide avec le repére (6.31) associé aux in-
terfaces planes qui séparent le cristal du milieu extérieur. [’équation de ces interfaces
est

r3=13=0 et xz3=2x5=—nhy avec n=1000. (6.47)

Données numeériques du champ électromagnétique La valeur numérique de
la fréquence et la polarisation (3.11) du champ électromagnétique sont

27 /(whsy/Eotto) = 3.0 et H,o=0 (polarisation TE). (6.48)

De méme que dans la section 4.5.4, 'amplitude A qui définit (3.60) la fonction U*
représentant le champ incident est la gaussienne (4.72,4.73) centrée en oy = «y, de
largeur spatiale L et de support K ,. La valeur numérique de la variable g est

ag/\/Eotto = sinfy = 0.342. (6.49)

Cette valeur numeérique de la variable oy implique que ’angle d’incidence moyen du
champ incident est 6y = 20 degrés.
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FiG. 6.9: Exemple numérique de référence. Nous avons représenté sur la figure de
gauche la relation de dispersion dans le cristal avec une ligne continue et la relation
de dispersion dans le milieu homogéne extérieur avec une ligne discontinue. Nous
avons représenté sur la figure de droite le carré du module de la fonction U. L’ échelle
de gris est linéaire : la valeur 1.0 correspond a la valeur mazimale du carré du module
de la fonction U* représentant le champ incident. Les lignes horizontales symbolisent
les couches élémentaires qui constituent le cristal photonique monodimensionnel.

Exemple numérique de référence Dans ce cas particulier, ¢’est la composante
ky = k] du vecteur k" qui est conservée au passage de l'interface plane d’équation
x3 = 0: nous avons symbolisé cette conservation par la ligne verticale de pointillés
sur la figure 6.9 a gauche. La relation de dispersion dans le cristal, représentée avec
une ligne continue sur la figure 6.9 & gauche, montre qu’il n’existe pas de solution
propagative dans le cristal pour la valeur

ky =k, =0.114 (6.50)

qui correspond & la valeur (6.49) de 'angle d’incidence moyen. La représentation du
champ électromagnétique sur la figure 6.9 & droite confirme ce résultat: le champ
électromagnétique incident est totalement réfléchi.

6.3.2 Mise en évidence numérique de I'influence d’une inter-
face plane

Données numériques du systéme Le systéme constitué du cristal photonique

monodimensionnel et du champ électromagnétique est identique a celui de la section

6.3.1 précédente. Seules les interfaces planes qui séparent le cristal du milieu extérieur
sont modifiées: I’équation des interfaces planes est

zy =0 et xf=—nhy avec n=1000, (6.51)
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FiG. 6.10: Mise en évidence numérique de l'influence d’une interface plane. Nous
avons réalisé une rotation de 0y = 20 degrés de la figure 6.9 : seules les interfaces
planes sont restées invariantes. Nous avons représenté sur la figure de gauche la
relation de dispersion dans le cristal avec une ligne continue et la relation de dis-
persion dans le milieu homogéne extérieur avec une ligne discontinue. Nous avons
représenté sur la figure de droite le carré du module de la fonction U. L’échelle de
gris est linéaire : la valeur 1.0 correspond a la valeur mazximale du carré du module
de la fonction U' représentant le champ incident. Les lignes obliques symbolisent les
couches élémentaires qui constituent le cristal photonique monodimensionnel.

ol

0° = —0y = x4 = x38in6y — 21 cos b . (6.52)

Modélisation numérique de la structure Notre code numérique ne nous per-
met pas de décrire fidélement les interfaces planes obliques qui séparent les différentes
strates homogénes du cristal photonique monodimensionnel. Nous approchons ces
interfaces obliques par des fonctions constantes par morceaux. Les marches de ces
fonctions constantes par morceaux possédent une hauteur de 0.1h3 et une largeur
de 0.1h3/ tan0° ~ 0.275h3. D’aprés (6.48), la longueur d’onde du champ électroma-
gnétique (égale a 3.0h3) est trés supérieure aux dimensions des marches d’escaliers
des fonctions qui approchent les interfaces obliques. Cette approximation est donc
parfaitement justifiée [81].

Mise en évidence numérique de I’'influence d’une interface plane D’apreés
la propriété 6.1, c’est la composante k7 = 0 qui est conservée au passage de 'inter-
face de l'interface plane d’équation x% = 0: nous avons symbolisé cette conservation
par la ligne verticale (donc normale a l'interface plane horizontale) de pointillés sur
la figure 6.10 a gauche. La relation de dispersion du cristal montre qu’il existe deux
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solutions propagatives de directions opposées en incidence normale ; ces deux direc-
tions de propagation sont opposées en raison des symétries de tout cristal photonique
monodimensionnel. La représentation du champ électromagnétique sur la figure 6.10
a gauche confirme ce résultat : le champ électromagnétique incident pénétre dans le
cristal photonique, se propage suivant la vitesse de groupe dans le cristal puis sort
du cristal.

Cet exemple numérique met en évidence deux phénoménes qui nous semblent a
priori peu intuitifs.

Premier phénoméne Le champ électromagnétique et le cristal photonique sont
en tout point identiques sur les figures 6.9 et 6.10. Pourtant, dans le premier cas, le
champ électromagnétique ne peut pas se propager dans le cristal (le champ électro-
magnétique incident est totalement réfléchi sur la figure 6.9) et, dans le second cas,
le méme champ électromagnétique peut se propager dans le méme cristal (le champ
électromagnétique pénétre dans le cristal sur la figure 6.10).

Ce phénoméne nous indique d’abord que l'influence des interfaces n’est pas né-
gligeable et qu’elle mérite d’étre prise en compte. Ce phénoméne nous indique éga-
lement que la notion de réflexion totale quelle que soit la direction incidente doit
étre considérée avec précaution. Il existe des cristaux photoniques monodimension-
nels qui sont capables de réfléchir la totalité d’'un champ électromagnétique quelle
que soit la direction incidente. Ce résultat, mis en évidence expérimentalement [83],
suppose que les interfaces séparant le cristal du milieu extérieur sont toutes paral-
léles aux strates homogénes qui constituent le cristal (cas de la section 6.3.1). Notre
étude nous indique que si nous éclairons un tel cristal sur une interface qui n’est pas
paralléle aux strates homogenes, alors le champ électromagnétique pénétre inévita-
blement dans le cristal (de méme que sur la figure 6.10 a gauche, il existe toujours
des solutions propagatives dans un cristal photonique monodimensionnel si I’angle
¢ entre U'interface et les strates du cristal est non-nul).

Second phénoméne Bien qu’en parfait accord avec la théorie, la trajectoire du
champ électromagnétique sur la figure 6.10 est surprenante pour deux raisons.

D’une part, si nous interprétons les propriétés du cristal comme celles d'un milieu
homogéne obéissant a la deuxiéme loi de Descartes, alors les propriétés du cristal sont
semblables a celles d'un milieu homogéne d’indice optique qui tend d’une certaine
facon vers zéro quand I’angle d’incidence moyen du champ incident est nul. Cette
propriété semblait a prior: impossible a observer dans le cas de l'ultra-réfraction
“classique” de la section 6.1 en raison de la relation entre 'expression (6.4) de I'angle
¢ et I'expression (6.5) du coefficient de réflexion en énergie.

D’autre part, la trajectoire du champ électromagnétique a I'intérieur du cristal est
contraire a I'intuition (figure 6.10). Quand un rayon a I'intérieur du cristal frappe une
interface séparant le cristal du milieu extérieur, le rayon réfléchi adopte la trajectoire
opposée de celle du rayon incident : ce phénomeéne est contraire a la premiére loi de
Descartes qui impliquerait que le rayon réfléchi adopte une trajectoire symétrique
par rapport a I’axe vertical de celle du rayon incident.
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6.3.3 Conclusion

L’étude numérique de cette section 6.3 nous a permis de confirmer la propriété
6.1 qui décrit 'influence d’une interface plane quelconque.

Cette étude de I'influence d’'une interface plane quelconque nous indique que le
champ électromagnétique peut toujours pénétrer et se propager a 'intérieur d'un
cristal photonique monodimensionnel de taille finie (un cristal de taille finie posséde
inévitablement des interfaces non-paralléles aux strates du cristal).

Enfin, cette étude nous a permis de mettre en évidence un phénoméne d’ultra-
réfraction particuliérement spectaculaire représenté sur la figue 6.10.

6.4 Etude de I'influence d’une interface quelconque
suffisamment réguliére séparant un cristal pho-
tonique monodimensionnel du milieu extérieur

Nous déterminons de facon approchée I'influence d’une interface quelconque suf-
fisamment réguliére directement & partir de la propriété 6.1. Nous vérifions ensuite
au moyen d’un exemple numérique que notre affirmation est fondée.

L’exemple numérique que nous considérons dans cette section 6.4 est la lentille
concave que nous avons définie dans la section 6.1.3. Notre étude de I'influence des
interfaces quelconques permet de donner une estimation des propriétés d’une len-
tille en cristal photonique alternative a celle issue de la notion d’indice “effectif”.
Seulement, les estimations théoriques issues de notre interprétation et de la notion
d’indice “effectif” ne coincident pas dans tous les cas. C’est pourquoi nous présen-
terons un exemple numérique qui confirme notre interprétation des propriétés des
lentilles en cristal photonique.

6.4.1 Diffraction par un cristal photonique monodimension-
nel de forme quelconque dans le domaine de I'optique
géométrique

Nous considérons dans cette section 6.4.1 un cristal photonique monodimension-
nel de forme quelconque. Nous utilisons la propriété 6.1 pour déterminer I'influence
d’une interface quelconque suffisamment réguliére.

Propriété 6.2 Soient Q C R® le volume occupé par le cristal photonique mono-
dimensionnel et OS2 la frontiére de ce volume (figure 6.11). Nous supposons que la
surface L) est suffisamment réquliére pour pouvoir définir le plan qui lui est tangent
en chacun de ses points (figure 6.11). Nous supposons que nous sommes dans le
domaine de 'optique géométrique ; le champ électromagnétique incident est un fais-
ceau dont les dimensions sont petites devant les dimensions du cristal remplissant
le volume 2. Nous supposons que les dimensions de l'empreinte sur le cristal du
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Fi1G. 6.11: Diffraction par un cristal photonique monodimensionnel de forme quel-
conque. Les lignes horizontales symbolisent les couches élémentaires qui constituent
le cristal photonique monodimensionnel.

faisceau incident sont suffisamment petites pour que la surface 0 soit proche du
plan qui lui est tangent sur l’ensemble de ’empreinte.

Alors, le comportement du champ électromagnétique au voisinage de l’empreinte
est proche de celui du méme champ électromagnétique en présence du cristal ou
nous avons remplacé la frontiere OS2 par linterface plane que constitue le plan qui
est tangent au point d’tmpact. Le comportement du champ électromagnétique en
présence de l'interface plane que constitue le plan qui est tangent au point d’impact
est décrite par la propriété 6.1.

6.4.2 Etude numérique de l'influence d’une interface cylin-
drique séparant un cristal photonique monodimension-
nel du milieu extérieur

La propriété 6.2 que nous venons d’énoncer nous permet, d’estimer les propriétés
de la lentille que nous avons décrite dans la section 6.1.3 a partir de la relation
de dispersion représentée sur la figure 6.6. Dans le cas des données numériques de
la section 6.1.3, ’estimation issue de la propriété 6.2 est proche de celle issue de la
notion d’indice “effectif”. L’étendue de la tache d’énergie représentée sur la figure 6.6
a droite ne permet pas de déterminer précisément les propriétés de la lentille : nous
pouvons juste remarquer que la position de cette tache n’est pas en contradiction
avec les deux différentes estimations.

C’est pourquoi nous considérons dans cette section 6.4.2 la méme lentille concave
que nous avons définie dans la section 6.1.3 mais éclairée par un champ électroma-
gnétique de fréquence différente. La valeur numérique de la fréquence w est

o1/ (whsy/Eofis) = 2.5 (6.53)



Chapitre 6. Etude numérique de la diffraction par un cristal photonique 177

k3 T3
0.4_
Ve |- N
7/ : AN
/ . N\
/ 02 \
ST \
// Viw \\
| o¢ \
t T T T T T t kl
-0.4) 0.2 . 0.2 0.4
\ ' /
\\ 0z /
\ /
\ / k!
b N : be 1
~ \-O; 1~ —

F1G. 6.12: Estimation théorique des propriétés de la lentille. Nous avons représenté
sur la figure de gauche la relation de dispersion dans le cristal avec une ligne conti-
nue et la relation de dispersion dans le milieu homogene extérieur avec une ligne
discontinue. Nous avons déterminé la vitesse de groupe Viw de méme que sur la
figure 6.3. Nous représenté schématiquement sur la figure de droite la trajectoire des
petits faisceaux (qui constituent le grand faisceau) en présence de la lentille.

Estimation théorique des propriétés de la lentille Nous estimons les valeurs
j{,: et x{,: de laltitude a laquelle ’énergie transmise par la lentille devrait se focaliser
a partir de linterprétation proposée dans [80]| puis a partir de la propriété 6.2.

De méme que dans la section 6.1.3, nous pouvons lire sur la figure 6.12 & gauche
la vitesse de phase a l'intérieur du cristal et en déduire la constante diélectrique
“effective locale” du cristal.

V(K jw) € K, : eufeo = [21/(hswy/Eommo)]” (k2 + k2) ~ (0.793)2. (6.54)

Alors, si nous utilisons 'approximation des petits angles, I'altitude f{,: a laquelle
I’énergie transmise par la lentille devrait se focaliser est

¢ VEa/€s g ag3R. (6.55)

~f _
T3 — T3 =

g
1—V/€w/co

Nous estimons maintenant cette altitude & partir de la propriété 6.2. Nous re-
produisons un raisonnement analogue a celui utilisé en optique géométrique. Nous
décomposons le grand faisceau incident en une collection de petits faisceaux dont la
largeur est petite devant le rayon R de l'interface cylindrique (figure 6.12 a droite) :
ces petits faisceaux constituent les “rayons de 'optique géométrique”. Nous considé-
rons maintenant un unique petit faisceau. Nous approchons 'interface cylindrique
par le plan qui lui est tangent au point d’impact du petit faisceau (figure 6.12 a
droite) puis nous utilisons la propriété 6.1. Nous pouvons alors estimer la trajectoire
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F1G. 6.13: Mise en évidence numérique d’une lentille de distance focale inférieure au
rayon R. Nous avons représenté le carré du module de la fonction E, o a l'extérieur
de la structure “tas de bois”. L’échelle de gris est linéaire : la valeur 1.0 correspond
a la valeur mazximale du carré du module de la fonction Ef‘)’2 représentant le champ
incident.

du petit faisceau (figure 6.12 & gauche). Alors, si nous utilisons ’approximation des
petits angles, I’altitude xg a laquelle I’énergie transmise par la lentille devrait se

focaliser est

c f V 5eﬁ/50
To—ah =————— R~ —044R. 6.56
3 3 1+\/6eg/80 ( )

Nous constatons immédiatement que les deux estimations (6.55) et (6.56) coin-
cident si nous remplagons /e.4/€¢ par —y/€.4/€o dans (6.55). Nous comprenons
alors que les deux interprétations sont différentes car la vitesse de phase dans le
cristal ne peut rendre compte du sens de la vitesse de groupe dans le cristal; la
vitesse de phase ne contient pas toutes les informations nécessaires pour décrire les
propriétés du cristal photonique.

Mise en évidence numérique d’une lentille de distance focale inférieure au
rayon R Nous avons représenté sur la figure 6.13 le champ électromagnétique en
présence de la lentille concave. Nous constatons qu'une partie de I’énergie transmise
se focalise a proximité du centre (0, z}) représenté par le symbole x (le centre (0, z5)
du cercle de rayon R étant représenté par le symbole +): cet exemple numérique
confirme la propriété 6.2.

Nous avons mis en évidence sur la figure 6.13 un exemple de lentille dont la
distance focale est inférieure a celle du rayon R. L’estimation (6.56) nous indique
que ce phénomeéne serait observé s’il existait des milieux homogénes d’indice optique
négatif. L’intérét de celle lentille est que sa distance focale est trés petite; d’aprés
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Fi1G. 6.14: Justification de la présence des rayons supplémentaires. La figure de
gauche est la figure 6.12 de gauche représentée avec une échelle deuz fois plus pe-
tite. Nous représenté schématiquement sur la figure de droite la trajectoire des petits
faisceauz (qui constituent le grand faisceau) en présence de la lentille.

(6.56,6.53,6.25) la distance focale de cette lentille est
R+ (25— 28) ~ R— 0.44 R = 0.56R ~ 13.44[21hs/ (whs\/Eofio)] , (6.57)
soit environ 13.44 longueurs d’onde.

Enfin, nous remarquons sur la figure 6.13 qu'une partie non négligeable de I'éner-
gie transmise s’échappe dans des rayons de chaque coté du foyer de la lentille. Nous
pouvons également observer ce phénoméne sur la figure 6.6 a droite. La figure 6.7
nous indique que ce phénoméne n’a pas lieu dans le cas d’une lentille homogeéne.

Nous justifions ce phénoméne de la facon suivante. Quand nous approchons la
surface cylindrique de la lentille par le plan tangent, nous obtenons localement un
réseau monodimensionnel (section 6.2). Pour les petites angles, le pas de ce réseau est
trés grand : le champ transmis par la lentille posséde alors nécessairement plusieurs
composantes de Fourier associées a des ondes planes propagatives (figure 6.14). Nous
pensons que l'existence de ces ondes planes propagatives explique la présence des
rayons de chaque coté du foyer:; nous avons représenté ce phénoméne sur la figure
6.14. Enfin, 'absence de ces rayons dans le cas d’une lentille remplie d’'un matériau
homogéne confirme notre justification.

6.5 Conclusion

Nous avons étudié numériquement les propriétés de diffraction des cristaux pho-
toniques dans le domaine de 'optique; les dimensions du cristal sont trés grandes
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devant la longueur d’onde du champ électromagnétique. La méthode généralement
utilisée pour déterminer la trajectoire du champ électromagnétique dans le domaine
de I'optique consiste & minimiser le chemin optique. Le chemin optique est défini a
partir de la vitesse de phase ou, de fagon équivalente, a partir de I'indice optique.

C’est pourquoi la premiére méthode utilisée pour estimer les propriétés de diffrac-
tion des cristaux photoniques consiste a interpréter la vitesse de phase a I'intérieur
du cristal comme l'inverse de I'indice “effectif” multiplié par la constante de propor-
tionnalité \/gg/io [80]. Seulement, cette interprétation ne peut rendre compte de la
complexité de la relation de dispersion: nous avons en particulier montré que la no-
tion d’indice “effectif” ne permet pas de décrire le phénoméne de réfraction négative
mis en évidence dans la section 6.4.2. Enfin, de la méme facon, la notion d’indice
“effectif” ne permet pas de décrire les phénoménes que nous avons mis en évidence
numériquement dans les sections 6.1.2 et 6.3. En effet, la notion d’indice “effectif”
suppose que la relation de dispersion peut étre “contenue” dans une matrice 3 x 3:
cette hypothése implique que la notion d’indice “effectif” ne contient pas toutes les
informations contenues dans la relation de dispersion en raison du caractére “aniso-
trope” trop important (nous hésitons a employer le terme “anisotrope”).

L’exemple numérique des sections 6.1.1 et 6.1.3 constitue un cas particulier ou
la relation de dispersion est proche de celle d’'un milieu homogéne anisotrope; la
notion d’indice “effectif” est valable dans ce cas.

Finalement, nous retiendrons que, dans le cas général, la notion d’indice “effectif”
ne permet pas de rendre compte des propriétés de diffraction des cristaux photo-
niques.

La deuxiéme méthode utilisée pour estimer les propriétés de diffraction des cris-
taux photoniques consiste a interpréter la vitesse de groupe a l'intérieur du cristal
comme la direction de propagation du champ électromagnétique a l'intérieur du
cristal [44]. Nous avons donné dans ce chapitre 6 des arguments qui permettent de
justifier le couplage entre le champ électromagnétique a 'extérieur et a 'intérieur du
cristal au niveau des interfaces qui séparent le cristal du milieu extérieur. La com-
binaison des résultats du chapitre 2 (ot nous avons étudié la trajectoire du champ
électromagnétique a I'intérieur du cristal) et des propriétés 6.1 et 6.2 (ot nous avons
rassemblé nos résultats sur l'influence des interfaces séparant le cristal du milieu
extérieur) nous ont permis d’estimer systématiquement les propriétés de diffraction
des cristaux photoniques.

Enfin, les régles que nous avons établies nous ont permis de prévoir puis de mettre
en évidence numériquement des phénomeénes de réfraction inhabituels. Nous avons
présenté des phénoménes qui seraient observés s’il existait des milieux homogénes
d’indice optique inférieur a celui du vide ou négatif.



Chapitre 7

Etude numérique des propriétés des
cristaux photoniques “tas de bois”

Dans ce chapitre 7, nous utilisons notre code numérique dans le cas des structures
pour lesquelles il est spécialement adapté; nous étudions les cristaux photoniques
“tas de bois”. Nous étudions en particulier la structure réalisée expérimentalement
par S. Lin et al. [11, 12|; cette structure posséde un large gap dans le domaine des
longueurs d’onde utilisées dans les télécommunications.

Nous décrivons le cristal photonique dans la section 7.1.

Dans la section 7.2, nous déterminons la relation de dispersion du cristal pho-
tonique dans les deux cas ou le contraste d’indice est de 3.6 et de 2.4: le contraste
d’indice de 3.6 vise a modéliser un cristal constitué de tiges de silicium entourées
d’air, et le contraste d’indice de 2.4 vise a modéliser un cristal constitué de tiges de
silicium entourées de SiOy. De méme que dans [11, 12, 42], nous montrons que ces
cristaux photoniques présentent un gap ; nous déterminons avec précision les bords
de ces gaps et nous estimons ’erreur que nous commettons.

Dans la section 7.3, nous étudions la fraction du flux du vecteur de Poynting
transmise (ou transmission) a travers un cristal photonique “tas de bois”. En parti-
culier, nous mettons en évidence 'effet d’'un gap de transmission a travers ce cristal
photonique.

Nous simulons numériquement le phénoméne de I’émission spontanée dans la
section 7.4. Nous commencons par examiner la possibilité d’inhiber I’émission spon-
tanée dans un cristal photonique monodimensionnel capable de réfléchir la totalité
du rayonnement électromagnétique quelle que soit la direction incidente [83]; nous
montrons qu’un cristal photonique monodimensionnel de taille finie ne peut inhiber
I’émission spontanée. Enfin, nous simulons numériquement l'inhibition de I’émission
spontanée dans un cristal photonique “tas de bois”. En particulier, nous déterminons
dans quelle mesure un cristal photonique “tas de bois” de taille finie peut permettre
d’inhiber 1’émission spontanée.
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7.1 Description du cristal photonique étudié

Le cristal photonique “tas de bois” réalisé expérimentalement par S. Lin et al. est
un empilement de couches lamellaires constituées de tiges de silicium entourées d’air.
Nous considérons dans ce chapitre 7 que les couches lamellaires sont constituées de
tiges homogeénes de constante diélectrique e entourées d’'un milieu homogéne de
constante diélectrique £”, et que l’ensemble des matériaux possédent les mémes
propriétés magnétiques que le vide.

Vo e R : pu(z) = po. (7.1)

La disposition et les dimensions des tiges homogeénes sont choisies telles que le réseau
associé au cristal soit de type cubique faces centrées (figure 7.1); nous exprimons
I’ensemble des longueurs a partir de la longueur a de I'aréte du cube que constitue
la maille conventionnelle du réseau.

Fi1G. 7.1: Ezemple de cristal photonique “tas de bois” constitué de 5 couches lamel-
laires.

Dans ce chapitre 7, nous étudions les propriétés du cristal périodique et du cristal
d’épaisseur finie. Nous décrivons la couche élémentaire du cristal, nous définissons le
cristal périodique, nous définissons le cristal d’épaisseur finie et enfin nous décrivons
les symétries du cristal.

7.1.1 Description de la couche élémentaire du cristal photo-
nique

La structure “tas de bois” que nous définissons dans cette section 7.1.1 constitue
la couche élémentaire du cristal photonique.

La couche élémentaire est constituée de deux couches lamellaires (figure 7.1).
Nous choisissons le repére orthonormé (3.1) tel que les axes des tiges de la premiére
couche soient dirigés suivant la direction ey et ceux de la deuxiéme couche suivant
la direction e;.

L=2 s(1)=1 et s(2)=2. (7.2)
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La deuxiéme couche lamellaire est identique a la premiére couche lamellaire si nous
appliquons a cette derniére une rotation de /2 autour de 1’axe vertical (figure 7.1).
Les deux couches lamellaires sont constituées de

M; = My =2 (7.3)
tiges d’épaisseur

hs1 = h3o = a/4, (7.4)
et de largeur

wyy = wyy = 0.28hy, wio = wey =0.72hy avec hy =hy = a/\/i. (7.5)
Les constantes diélectriques des tiges sont

E11=¢€z1=¢" et e19=¢c99= eh. (7.6)
Enfin, les composantes de la troisiéme translation élémentaire d3 sont

d3’1 = d3’2 = h1/2 = h2/2 = a/(2\/§) et d3’3 = h3 = h3’1 + h3’2 = a/2 (77)

Les trois vecteurs dy = hjej, do = hges et ds = ds1e1 + dz2e2 + hges définissent une
maille élémentaire V' du cristal photonique (1.1). Cette maille élémentaire n’est pas celle
qui est généralement utilisée pour engendrer un cristal de type cubique faces centrées.
C’est pourquoi nous définissons le cube que constitue la maille conventionnelle du cristal
puis nous définissons la maille élémentaire qui est généralement utilisée pour engendrer
un cristal de type cubique faces centrées.

La maille conventionnelle du cristal de type cubique faces centrées Soient aq,
as et ag les trois vecteurs de longueur a et orthogonaux deux a deux qui définissent le cube
que constitue la maille conventionnelle du cristal. D’apreés (7.5,7.7),

a1 =dy +dy = (a/V2)(e1 + e2),
ay = dy — di = (a/V2)(e2 — e1), (7.8)
03:2d3—d1—d22063.

La maille élémentaire usuelle du cristal de type cubique faces centrées Soient
dy, dy et ds les trois vecteurs qui définissent la maille élémentaire usuelle du cristal de type
cubique faces centrées.

d~1 = (1/2)(0,2 + 0,3) = d3 — dl,
dNQ = (1/2)(0,1 + 0,3) =ds, (79)
d~3 = (1/2)(0,1 + 0,2) = d>.

Les trois translations associées aux vecteurs Jl, d~2 et d~3 laissent donc invariant le cristal
et le volume engendré par ces trois vecteurs est égal au volume de la maille élémentaire
V', d’apres (7.9),

(d~1 X dNQ) 'd~3 = (—d1 X d3) . dQ = (dl X dg) . d3. (710)




184 Troisieme partie. Ftude numérique des propriétés des cristauxr photoniques

7.1.2 Définition du cristal photonique périodique

Le cristal photonique périodique est périodique dans les trois directions de ’es-
pace. En plus de (5.4), la fonction & vérifie

Ve el,Vnz €Z:e(x+ nsds) =e(x), (7.11)

ou C est la couche élémentaire du cristal photonique (5.92).

7.1.3 Définition du cristal photonique d’épaisseur finie

Le cristal photonique d’épaisseur finie est un empilement de n couches élémen-
taires entre un superstrat et un substrat homogénes. La fonction ¢ vérifie a 'intérieur
du cristal

Ve elC,¥Vny €{0,--- ,n—1}:e(x —nzds) = e(x), (7.12)
et a I'extérieur du cristal

VeieR :e(z)=¢c" Va3 >0 et c(z)=¢e? Vay< —nhs. (7.13)

7.1.4 Les symétries du cristal photonique

Déterminer la relation de dispersion w(k) nécessite de parcourir 1’ensemble de
la maille élémentaire du réseau réciproque V* (1.38). Nous réduisons ce volume V*
en utilisant les conséquences des symétries du cristal photonique périodique [14,
chapitre 3|.

Le cristal photonique périodique est invariant si nous lui appliquons trois symé-
tries.

Premiére symétrie Le cristal est invariant si nous réalisons la réflexion par rap-
4 : _
port au plan d’équation z; = wy /2.

Vo e R : (1,29, 23) = e(wi1 — 71,72, 73). (7.14)
Alors, la relation de dispersion vérifie

Vk e V. (U(k'l, k‘g, kg) = W(—k'l, k‘g, k‘3) (715)

Deuxiéme symétrie Le cristal est invariant si nous réalisons la réflexion par
rapport au plan d’équation xo = wsy /2.

Vxe R3 . 8(1‘1,1‘2,1‘3) = 8(1’1,11]2,1 —1'2,1'3). (716)
Alors, la relation de dispersion vérifie

Vi e V* : W(kl, k2, kg) = W(kl, —kg, kg) (717)
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F1G. 7.2: La maille réduite du réseau réciproque.

Troisiéme symétrie Le cristal est invariant si nous réalisons successivement les
deux réflexions par rapport aux plans d’équation xo = z; et 3 = —a/4.

Vo € R :e(xy, 20, 23) = (29,71, —a/2 — x3). (7.18)
Alors, la relation de dispersion vérifie

VkeV*: (U(kl, kg, k3) = CU(IGQ, kl, —k3) (719)

Conclusion D’aprés les relations (7.15,7.17,7.19), nous pouvons déduire I’ensemble
de la relation de dispersion {w(k) | k € V*} de la relation de dispersion réduite

{w(k) |k eV}, (7.20)
ou
Ve = {k = kydf + kyds + kydl € R® | ky €[0,1/2], k, € [0, k1],

(7.21)
ky € [-1/2,1/2]}.

Nous appelons le volume V* la maille réduite du réseau réciproque (figure 7.2).

7.2 Etude numérique de la relation de dispersion

Nous considérons dans cette section 7.2 le cristal photonique périodique que nous
avons défini dans la section 7.1.2. Nous déterminons la relation de dispersion dans le
cristal photonique dans le cas ot les tiges de silicium sont entourées d’air puis dans
le cas ou elles sont entourées de SiOs.

Nous commencons par présenter la représentation de la relation de dispersion
que nous utilisons.
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7.2.1 Représentation de la relation de dispersion

Nous utilisons la représentation de la relation de dispersion présentée dans [67];
cette représentation consiste a projeter la maille élémentaire du réseau réciproque
associée au cristal sur la maille élémentaire du réseau réciproque associée au réseau
bidimensionnel que constitue la couche élémentaire C.

Projection de la relation de dispersion La méthode réseau que nous utilisons
nous permet d’obtenir les valeurs propres de la matrice T = T(w, ky, ko). D’aprés
(5.100), les valeurs propres de la matrice 7' permettent de déterminer la relation de
dispersion k3(kq, ko, w). Le parcours de la maille réduite V* du réseau réciproque se
réduit donc au parcours de la surface

Vi, = {(ki, ko) | ky €[0,1/2], ky € [0, k1] } - (7.22)

Dans cette section 7.2, nous nous contentons de repérer 1’existence ou non de solution
propagatives. Nous définissons la fonction g a partir des valeurs propres de la matrice
T:

g=min{| In | N X est une valeur propre de la matrice T} (7.23)

D’apres cette définition, la fonction g prend la valeur zéro si, et seulement si, la
matrice T posséde au moins une valeur propre de module égal & 1. Alors, d’apreés
(5.100),

g(w, k‘l, kg) =0 Elkg(kl, kz,bd) € [—1/2, ]_/2] (724)

La fonction g permet donc de repérer la projection de la relation de dispersion.

Conclusion A ce stade, déterminer la relation de dispersion nécessite de parcourir
ensemble de la surface V75, (7.22). Le parcours systématique de cette surface né-
cessite un grand nombre de calculs. C’est pourquoi la méthode généralement utilisée

s
M

R N

|

| Vi,

‘ ; ki

| F | X

| |

T B N

Fi1G. 7.3: Projection de la maille réduite du réseau réciproque. Le cadre en ligne
discontinue représente la projection de la maille élémentaire du réseau réciproque.
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consiste a parcourir un chemin reliant les sommets de la maille réduite du réseau
réciproque.

La représentation de la relation de dispersion que nous utilisons posséde 'avan-
tage de simplifier ce chemin: il suffit de parcourir la frontiere de la surface V75,
(figure 7.3). Nous représenterons donc la relation de dispersion sur le chemin reliant
les sommets

D=(0,0), X=(1/2,0) et M=(1/2,1/2) (7.25)

de la surface V5, .

7.2.2 Larelation de dispersion d’un cristal photonique consti-
tué de tiges de silicium entourées d’air

Données numériques des constantes diélectriques De méme que dans [11,
12|, nous considérons que le silicium est un matériau d’indice optique proche de 3.6
et que 'air posséde les mémes propriétés que le vide.

e'/eg=(3.6)% et " =¢y. (7.26)

Représentation de la relation de dispersion Nous avons représenté sur la
figure 7.4 la fonction g en fonction de la fréquence normalisée et du couple (kq, ko)
appartenant au chemin ' X MT": ce diagramme constitué de 300 x 300 points exige
un temps de calcul inférieur & une journée sur une station de travail (soit environ
une seconde par calcul) pour

2Ny +1)= (2N, + 1) = 7. (7.27)

Nous considérons qu’il existe des solutions propagatives si la valeur de la fonction g
est inférieure & 1078 ; le domaine en blanc correspond a la projection de la relation
de dispersion et le domaine en gris correspond au domaine dans lequel il n’existe
pas de solutions propagatives dans le cristal.

La figure 7.4 nous indique que le cristal photonique présente un large gap pour
les valeurs de la fréquence normalisée comprises entre 0.47 et 0.57.

way/eop/(2m) € [0.47,0.57] = gap . (7.28)

Nos résultats confirment ceux présentés dans [11, 42|. Nous appliquons nos résultats
au cristal réalisé expérimentalement par S. Lin et al. et décrit dans [12]. Ce cristal
est proche de notre structure si nous choisissons a ~ 0.9um. Alors, nous obtenons

(2m)/(wr/Eopo) € [1.58um, 1.91um] = gap . (7.29)

Enfin, le parcours systématique du chemin I'’X M T pour toutes les fréquences nous
permet de repérer les points du réseau réciproque qui correspondent aux bords du
gap ; d’aprés la figure 7.4, le bord supérieur du gap est atteint en X et le bord
inférieur du gap est atteint en M. C’est pourquoi nous concentrons maintenant nos
calculs sur ces points.
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Fi1G. 7.4: Représentation de la relation de dispersion du cristal photonique “tas de
bois” constitué de tiges de silicium entourées d’air. Nous avons représenté la fonction
g en fonction de la fréquence normalisée et du couple (ki,ky) décrivant le chemin
I'XMT. Nous avons représenté en blanc le domaine ou la fonction g est nulle et en
gris le domaine ou la fonction g est non-nulle.

Détermination précise des bords du gap Nous avons représenté sur la figure
7.5 a gauche et au centre la fonction g en fonction de la fréquence normalisée aux
points M et X pour le nombre de vecteurs (7.27). Ces deux courbes nous permettent
de déterminer précisément les bords du gap. De méme que sur la figure 7.4, nous
considérons qu’il existe des solutions propagatives si la fonction § prend une valeur
inférieure & 1078, La figure 7.5 nous indique que cette tolérance de 10~% est bien
adaptée : les valeurs de la fonction g sont proches de 1 dans le gap et sont inférieures
a 107'% en dehors du gap (nous approchons alors de la précision numeérique des
machines).

Nous avons complété ces courbes par un test de convergence ; nous avons repré-
senté sur la figure 7.5 & droite les bords du gap en fonction du nombre de vecteurs
utilisés pour représenter le champ électromagnétique (le nombre de vecteurs total
étant le carré du nombre indiqué en abscisse). Ce test de convergence nous assure
de la stabilité de nos méthodes numériques et que le nombre de vecteurs (7.27) est
suffisant pour obtenir une bonne précision. Enfin, ce test de convergence nous per-
met d’estimer ’erreur que nous commettons sur la valeur numérique des bords du

gap.

wan/Fofio/ (2) € [0.468 & 0.001,0.569 & 0.001] => gap . (7.30)
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F1G. 7.5: Détermination précise des bords du gap. Nous avons représenté la fonction
g en fonction de la fréquence normalisée au point M sur la figure de gauche et au
point X sur la figure du centre : ’échelle est logarithmique. Nous avons représenté sur
la figure de droite [’évolution des bords du gap quand le nombre (2N, +1)(2Ny+1) de
vecteurs utilisés pour représenter le champ électromagnétique augmente : ce nombre
(2N, + 1)(2Ny + 1) est le carré du nombre indiqué en abscisse.

7.2.3 Larelation de dispersion d’un cristal photonique consti-
tué de tiges de silicium entourées de SiO,

Nous étudions maintenant le méme cristal que celui réalisé expérimentalement
par S. Lin et al. en remplacant Iair par du SiO,. La fabrication de ce cristal photo-
nique requiére une étape de moins que celle du cristal photonique de la section 7.2.2
précédente [11, 12].

Données numériques des constantes diélectriques De méme que dans [11],
nous considérons que le SiOy est un matériau d’indice optique proche de 1.5 (nous
obtenons alors un contraste d’indice de 2.4 entre le silicium et le SiO, [11]).

et/eg=(3.6)2 et &"/eg=(1.5)2. (7.31)

Représentation de la relation de dispersion Nous avons représenté sur la
figure 7.6 la relation de dispersion avec les mémes conventions que sur la figure 7.4.
La figure 7.6 nous indique que le cristal photonique présente un gap étroit.

way/Eopo/(2m) € [0.44,0.46] = gap . (7.32)

Les résultats (7.28) et (7.32) confirment la régle qui affirme que la largeur du gap
augmente si le contraste d’indice augmente. Notre résultat confirme également celui
présenté dans [11]: il existe un gap dans le cristal photonique si le contraste d’indice
est égal a 2.4. Seulement, la largeur du gap est relativement faible; nous estimons
qu'une détermination précise des bords du gap s’avére indispensable dans ce cas.
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Fi1G. 7.6: Représentation de la relation de dispersion du cristal photonique “tas de
bois” constitué de tiges de silicium entourées de SiOy. Nous avons représenté la
fonction g en fonction de la fréquence normalisée et du couple (ki, k) décrivant le
chemin TXMT'. Nous avons représenté en blanc le domaine ot la fonction § est
nulle et en gris le domaine ot la fonction g est non-nulle.

Détermination précise des bords du gap Nous avons représenté sur la figure
7.7 a gauche et au centre la fonction g en fonction de la fréquence normalisée aux
points M et X ; ces deux courbes nous permettent de déterminer précisément les
bords du gap. De méme que dans la section 7.2.2, nous avons complété ces courbes
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Fi1G. 7.7: Détermination précise des bords du gap. Nous avons représenté la fonction
g en fonction de la fréquence normalisée au point M sur la figure de gauche et au
point X sur la figure du centre : I’échelle est logarithmique. Nous avons représenté sur
la figure de droite I’évolution des bords du gap quand le nombre (2N; +1)(2Ny+1) de
vecteurs utilisés pour représenter le champ électromagnétique augmente : ce nombre
(2N, + 1)(2Ny + 1) est le carré du nombre indiqué en abscisse.
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par un test de convergence représenté sur la figure 7.7 a droite ; ce test de convergence
nous permet d’estimer l'erreur que nous commettons sur la valeur numérique des
bords du gap.

way/egpio/(2m) € [0.438 £ 0.001,0.458 £+ 0.001] = gap . (7.33)

La détermination précise des bords du gap nous assure de l'existence de celui-ci.
D’aprés (7.33), la largeur relative du gap se situe entre 4 et 5 pourcents. Notre
résultat est légérement différent de celui énoncé dans [11]: d’aprés [11], la largeur
relative du gap se situe autour de 8 pourcents.

7.2.4 Conclusion

Nous avons montré que le cristal photonique “tas de bois” réalisé expérimentale-
ment par S. Lin et al. présente un gap pour les deux contrastes d’indice de 3.6 et 2.4.
Surtout, nos méthodes numériques nous permettent de déterminer avec précision les
bords des gaps. Nous estimons que cette précision s’avére indispensable dans le cas
ou la largeur du gap est étroite : malgré la précision que nous avons obtenue, I’erreur
que nous commettons représente tout de méme 10 pourcents de la largeur du gap
dans le cas du contraste d’indice de 2.4.

La précision que nous obtenons présente un intérét d’autant plus grand que
la largeur du gap est faible. En particulier, nos méthodes numériques pourraient
présenter un grand intérét pour déterminer le plus petit contraste d’indice pour
lequel il existe un gap.

7.3 Etude numérique de la transmission a travers
un cristal photonique “tas de bois”

Dans cette section 7.3 nous étudions la transmission a travers le cristal photo-
nique d’épaisseur finie constitué de n couches élémentaires que nous avons défini
dans la section 7.1.3.

L’étude de la transmission permet de compléter I’étude de la relation de disper-
sion que nous avons réalisée dans la section 7.2.2. En particulier, nous déterminons
dans quelle mesure un cristal photonique réel, constitué d’un nombre fini de couches
élémentaires, peut interdire la propagation du champ électromagnétique pour les
fréquences se situant dans un gap.

Données numériques du cristal photonique Le contraste d’indice est celui
du cristal photonique réalisé expérimentalement par S. Lin et al. : les valeurs numé-
riques des constantes diélectriques ¢’ et ¢” sont (7.26). Le superstrat et le substrat
possédent les mémes propriétés que le vide:

el=¢gp et &?=ey. (7.34)
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Fi1G. 7.8: Transmission a travers le cristal photonique. Nous avons représenté la
fonction E' en fonction de la fréquence normalisée avec une échelle linéaire sur la
figure de gauche et avec une échelle logarithmique sur la figure de droite. Le nombre
n est le nombre de couches élémentaires qui constituent le cristal.

Données numériques du champ électromagnétique Les valeurs numériques
des trois angles 6, ¢* et ' qui définissent I'onde plane incidente (5.74) sont

=0, ¢'=0 et & =m/2. (7.35)

La valeur numérique des deux angles #° et ¢’ correspond au point I' sur la surface
V15, Enfin, le nombre de vecteurs utilisés pour représenter le champ électromagné-
tique est suffisamment grand pour que lerreur (5.88) sur les efficacités diffractées
soit toujours inférieure a 0.005.

(2N; +1) = (2N, 4+ 1) =5 = € < 0.005 . (7.36)

Enfin, ce nombre (7.36) de vecteurs implique que chaque calcul nécessite environ 0.1
seconde sur une station de travail.

Transmission a travers un cristal photonique “tas de bois” Nous avons
représenté sur la figure 7.8 la fraction du flux du vecteur de Poynting transmise (ou
somme des efficacités transmises (5.80) ou transmission)

g= > & (7.37)
(mJQ)ENd

en fonction de la fréquence normalisée. Avec le nombre (7.36) de vecteurs utilisés,
chaque point de la courbe nécessite environ 6 minutes de calcul sur une station de
travail.
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La figure 7.8 de gauche nous indique que le nombre d’oscillations de la transmis-
sion dans la gamme des fréquences s’étendant depuis la fréquence nulle jusqu’au gap
est égal au nombre de couches élémentaires qui constituent le cristal. Ce phénomeéne
est identique & celui rencontré dans le cas des cristaux photoniques monodimen-
sionnels. Dans le cas des cristaux photoniques monodimensionnels, une justification
théorique et une interprétation physique de ce phénoméne sont présentées dans [60)].
La figure 7.8 de gauche nous indique que l'interprétation physique présentée dans
[60] est vraisemblablement encore valable dans le cas des cristaux photoniques bi et
tridimensionnels ; cette interprétation permet en particulier de prévoir les propriétés
des structures de type Fabry-Perot en cristal photonique.

La figure 7.8 de droite nous indique 1’évolution de la transmission en fonction
du nombre de couches élémentaires dans un gap; la transmission tend de facon
exponentielle vers 0 quand le nombre de couches élémentaires tend vers l'infini.
Ce phénomeéne est également identique a celui rencontré dans le cas des cristaux
photoniques monodimensionnels (4.9).

Conclusion Nous avons montré que la transmission a travers un cristal photo-
nique tridimensionnel “tas de bois” est qualitativement semblable a la transmission
a travers un cristal photonique monodimensionnel dans la gamme des fréquences
s’é¢tendant depuis la fréquence nulle jusqu’au premier gap inclus. Cette propriété
nous indique que de nombreuses interprétations physiques établies dans le cas des
cristaux photoniques monodimensionnels sont vraisemblablement encore valables
dans le cas des cristaux photoniques bi et tridimensionnels.

Nous avons également montré numériquement que la transmission par un cristal
photonique “tas de bois” tend de facon exponentielle vers 0 quand le nombre de
couches élémentaires augmente |11, 42]. Ce phénoméne indique qu'un empilement
d’un petit nombre de couches élémentaires peut posséder des propriétés trés proches
de celles d’un cristal photonique “idéal” dans les gammes de fréquences correspondant
aux gaps (nous entendons par cristal photonique “idéal” un cristal qui réfléchit la
totalité du rayonnement électromagnétique).

7.4 Simulation numérique de P'inhibition de I’émis-
sion spontanée

Dans cette section 7.4, nous simulons le phénoméne de I'inhibition de I’émission
spontanée en placant une source optique a l'intérieur d’un cristal photonique.

De méme que dans [84], nous modélisons I’émission spontanée par le rayonnement
d’un dipole. Nous étudions le rayonnement de ce dipole situé a I'intérieur d’un cristal
photonique monodimensionnel puis a 'intérieur d’'un cristal photonique “tas de bois”
d’épaisseur finie que nous avons défini dans la section 7.1.3.
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7.4.1 Modélisation numérique de I’émission spontanée : le ra-
yonnement du dipodle

Dans le chapitre 2, nous avons modélisé le phénomeéne de 1’émission spontanée
par un systéme quantique. Seulement, notre code numérique résout les équations
de Maxwell harmoniques classiques (4). Nous commenc¢ons donc par justifier au
mieux notre modélisation numérique du phénomeéne de 1’émission spontanée: nous
modélisons ce phénoméne par le rayonnement d’un dipdle. Nous définissons ensuite
la grandeur physique que nous représentons: le flux du vecteur de Poynting par
unité d’angle solide. Enfin, nous représentons le rayonnement d’un dipole dans le
vide qui nous servira d’exemple de référence.

Modélisation numérique de I’émission spontanée Dans le chapitre 2, nous
avons modélisé le phénomeéne de 1’émission spontanée par un systéme constitué d’'un
atome et du champ électromagnétique. Dans ce systéme, le champ électromagnétique
est initialement dans son état fondamental a zéro photon; nous supposons que le
champ électromagnétique harmonique est dans cet état si les champs complexes
E, et H, coincident avec la fonction nulle. A la fin du processus, si I’atome n’est
plus excité, alors le champ électromagnétique est dans un état & un photon; nous
supposons que le champ électromagnétique est dans cet état si les champs complexes
FE, et H, sont différents de la fonction nulle. Alors, I’atome constitue la source du
rayonnement électromagnétique classique.

Nous supposons que ’atome alimenté en énergie se comporte comme un dipole
en régime harmonique forcé de fréquence w: I’électron de I'atome constitue la charge
négative et le noyau constitue la charge positive. Soit P la “densité de dipole”. Les
dimensions de ce dipole, de I'ordre de celles de ’atome, sont trés petites devant les
dimensions du cristal photonique. Alors, de méme que dans [84], nous considérons
que le dipole est ponctuel. Pour tout z € R?, pour tout t € R:

P(t,x) = P,(z) exp(—iwt) avec P,(z)= Pyd(x — xo), (7.38)

ou ¢ est la “fonction” de Dirac, Py est 'orientation du dipole et zq est la position du
dipole a 'intérieur du cristal :

PoeC et x5€R. (7.39)

Ce dipole constitue une source de densité de courant J = 0;P = —iwP. Alors, les
équations de Maxwell harmoniques (4) deviennent

VxFE,—iwwuH,=0, e VxH,+ iweFE,=—iwP,. (7.40)
La méthode de résolution numérique de cette équation en présence d’une struc-

ture périodique dans deux directions de ’espace et limitée dans la troisiéme est
présentée de fagon détaillée dans [84].
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Fia. 7.9: Les conditions auz limites du cristal : la condition d’onde sortante.

Le flux du vecteur de Poynting par unité d’angle solide du champ électro-
magnétique Aprés la résolution numérique [84], nous obtenons I'expression de la
fonction E, dans le superstrat et le substrat. Soient E" et E? les fonctions repré-
sentant le champ électrique dans le superstrat et le substrat : ces fonctions vérifient
I’hypothése (5.14). Alors, les fonctions E%(-, -, x3) et E¢(-, -, x3) possédent une trans-
formée de Fourier Eg(-,-,xg) et Ef}(-,-,x;),). Formellement, pour tout a,as € R,
x3 > 0:

2
E (a1, az,3) = w_/ E!(z) exp[—iw(oqzy + agzs)] dagdasy (7.41)
(27)? Jge
et pour tout ay, s € R, x3 < —nhs:
~d w? d :
E (a1, a9, 23) = e E¢ () exp|—iw(aym + aozy)] dondasy . (7.42)
R2

Nous réalisons la transformée de Fourier des équations de Maxwell harmoniques
(7.40). Les transformées de Fourier E%(-, -, z3) et E%(-, -, x3) vérifient

[02 4+ (wal)?] E,, =0 Va3 >0,
- (7.43)
08 + (o)) EL =0 Yy < =,
ou
a13¢ — \/611#11 _ Of% — Of% avec arg(Ozg) S {077T/2}a
(7.44)

ag — \/6dud —a?— a2 avec arg(ag) € {0,7/2}.

La solution générale de 'équation (7.43) est une combinaison linéaire de fonctions
exponentielles montantes ou descendantes (d’argument +a4x3 dans le superstrat et
+adxs dans le substrat). La condition d’onde sortante implique que la fonction Eg
est exclusivement constituée d’ondes montantes et que la fonction Eg est exclusive-
ment constituée d’ondes descendantes (figure 7.9). Pour tout aq, oy € R:

EZ(@I, (g, T3) = E:(al,o@ exp(iwafzs) Vg >0,

(7.45)
~d ~t )

E (a1, a9,23) = F (a1, @) exp(—iwafxs) Vs < —nhs.
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Nous utilisons le systéme de coordonnées sphérique usuel : le couple (0, ¢) € [0, 7] X
[0, 27| permet de déterminer une direction et sin #dfd¢ constitue I’angle solide infi-
nitésimal. Soient IT7, et II! les densités de flux du vecteur de Poynting émis dans le
superstrat et dans le substrat par unité d’angle solide a I'infini.

I, = (1/2)/= /u | B, |* | R(ay) |,

L , (7.46)
I, = (1/2)y/el/p? | E,|" | R(af) |~

Preuve de 1’égalité (7.46) La méthode est identique pour déterminer P’expression des
densités de flux II7, et II!,. Nous donnons une preuve de 'égalité (7.46) pour la densité
de flux II],. Soient H la fonction représentant le champ magnétique dans le superstrat.
L’équation (7.40) permet de déduire la fonction HY de la fonction E¥. Soit IIY la partie
réelle du vecteur de Poynting complexe dans le superstrat.

MY =T0% eq + 1Y yeo + 1Y ge3 = (EY x H, + B, x HY) /4. (7.47)

Soit ®* le flux de la partie réelle du vecteur de Poynting & travers l'interface plane ho-
rizontale d’équation xz3 = 0 séparant la structure “tas de bois” du superstrat. Le vecteur
normal & cette interface est le vecteur e3. Alors,

" = / HZ73 (1'1, T2, 0) dl‘ldl'Q . (748)
R2

Nous remplagons la fonction E¥ par son expression (7.41,7.45) et nous exprimons la fonc-
tion HY & partir de la fonction EY avec la relation (7.40). Alors, d’aprés l'unitarité de la
transformation de Fourier dans I’ensemble des fonctions de carré sommable, ’expression
(7.48) devient

Pt = 1/(2,,#)/ | EL (a1, 00) | *R(ad) dardas . (7.49)
R2

Nous réalisons un raisonnement analogue a celui de la section 5.5.3. Les fonctions € et p
vérifient ’hypothése (5). Alors, d’aprés la définition (7.47) de la partie réelle du vecteur
de Poynting complexe II* et d’aprés I’équation (7.40) vérifiée par les fonctions E¥ et HY ,
la divergence de II est la fonction nulle dans le superstrat: V - IIY = 0 pour tout xz3 > 0.
Nous utilisons le systéme de coordonnées sphériques (7,8, ¢) usuel. Nous considérons la
demi-boule de rayon R incluse dans le superstrat. D’aprés 'égalité V - I = 0, le flux
sortant du vecteur II% & travers la surface fermée qui délimite la demi-boule de rayon R
est nul pour tout R € R. Alors, d’aprés (7.48),

" = lim I"(R, 0, ¢) - er (0, ¢) R2 sin 0d6d¢, (7.50)

R—0c0 Ji0,7/2]x[0,27]
ou

V(8,0) € [0,7/2] x [0,27] : er(f, ) =sinfBcospe; + sinfsinpes + coshez. (7.51)
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D’aprés (7.50), la quantité 1% (R, 6, ) - er(8, ¢) R> est, par définition, la densité de flux
du vecteur de Poynting émis dans la direction (4, ¢) par unité d’angle solide a travers la
demi-sphére de rayon R. L’expression (7.50) nous indique que nous pouvons estimer cette
quantité quand le rayon R tend vers l'infini. En effet, d’aprés 'expression (7.44) du nombre
oy, intégrale intervenant dans I’expression (7.49) du flux ®* porte sur le disque de rayon
Ve¥u¥. Nous pouvons donc réaliser le changement de variables (a; = /€%u¥sin 6 cos ¢,
ay = +/e¥u¥sinfsin ¢) en (0, ¢). Alors, 'expression (7.49) devient

o' = 1/(2p“)/ | E:[al (0.9),a2(6,9)] | 2§R(a§) e"u" cosfsinfdfde .
[0,7/2]x[0,27]
(7.52)

Alors, si nous identifions les deux expressions (7.50) et (7.52), nous obtenons 1’expression
de II7,, la densité de flux du vecteur de Poynting émis dans le superstrat par unité d’angle
solide a I'infini.

(7.50,7.52) = I, = lim 11 - epR* = ("/2) EL |’R(a¥) cosb. (7.53)

Enfin, en utilisant que R(a¥) = /e%u¥cosf, nous obtenons lexpression (7.46) de la
fonction II7,.

Exemple de référence: le rayonnement du dipé6le dans le vide Nous consi-

dérons

que le dipole se trouve dans le vide.

Vo e R :e(z) = &o. (7.54)

Nous avons représenté sur la figure 7.10 le produit de la la fonction II/, avec le
coefficient 21/e%/u%/|Py|? dans les deux cas Py = e; et Py = e3 (la fonction IT/,
coincide avec la fonction IT7, dans ce cas pour des raisons de symétries). Le maximum
du produit de la fonction IT’, avec le coefficient de normalisation 24/&%/u*/|Py|?* est
égal a 1. Nous utiliserons toujours ce méme coefficient de normalisation dans la suite
de cette section 7.4: le dipole constitue alors une source de courant constante.
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10: Emission du dipole dans le vide. Nous avons représenté le produit de la

fonction T1", avec le coefficient 2v/*/ /| Py|* dans le cas ot Py = ey sur la figure de

gauche

et dans le cas ou Py = e3 sur la figure de droite : [’échelle de gris est linéaire.
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7.4.2 Inhibition partielle de I’émission spontanée par un cris-
tal photonique monodimensionnel

Dans cette section 7.4.2, nous plagons le dipole dans le cristal photonique mo-

nodimensionnel décrit dans [83]. Ce cristal photonique est capable de réfléchir la

totalité du rayonnement électromagnétique quelle que soit la direction incidente.

Nous étudions dans quelle mesure un cube taillé dans ce cristal peut inhiber 1’émis-
sion spontanée (figure 7.11).

nh3

nh3

v
b

nh3

F1G. 7.11: Un cristal photonique monodimensionnel en forme de cube. La longueur de
laréte du cube est nhs si le cristal est constitué de n couches élémentaires d’épaisseur

hs.

Notre code numérique ne nous permet pas de décrire fidélement le cube en cristal
photonique ; nous considérons toujours une structure infinie et périodique dans deux
directions.

La premiére structure que nous considérons est un cristal photonique monodi-
mensionnel usuel constitué de n couches élémentaires (figure 7.12 a gauche): nous
pouvons alors estimer le champ électromagnétique rayonné au niveau des deux faces
horizontales du cube. La seconde structure que nous considérons est le cristal photo-
nique monodimensionnel séparé du milieu extérieur par des interfaces planes verti-
cales (figure 7.12 a droite) : nous pouvons alors estimer le champ électromagnétique
rayonné au niveau des quatre faces verticales du cube.

Données numériques du cristal photonique monodimensionnel séparé du
milieu extérieur par des interfaces planes horizontales Nous décrivons la
structure que nous avons représentée sur la figure 7.12 a gauche. Nous utilisons les
notations que nous avons introduites dans la section 6.2. Le cristal est constitué de
n = 32 couches élémentaires ; I’équation des interfaces planes qui séparent le cristal
du milieu extérieur est

r3=123=0 et xz3=2a5=—-nhy avec n=32. (7.55)
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Fi1G. 7.12: Modélisation du cristal photonique monodimensionnel en forme de cube
dont la longueur de l’aréte du cube est nhz. Nous avons représenté a gauche la struc-
ture permettant d’estimer le champ électromagnétique rayonné au niveau des deux
faces horizontales et a droite celle permettant d’estimer le champ électromagnétique
rayonné au niveau des quatre faces verticales.

Ce nombre de couches élémentaire est suffisamment grand pour réfléchir la tota-
lité champ électromagnétique dans la gamme de fréquences situées dans gap. Nous
placons le dipdle au centre du cristal.

Ty = —(n/2)h363. (756)
Le superstrat et le substrat possédent les mémes propriétés que le vide:
g¥=¢%=¢ (7.57)

La couche élémentaire du cristal décrit dans [83] est constituée de deux strates homo-
genes : la premiére strate est constituée de SiO, et la deuxiéme strate est constituée
de silicium. De méme que dans [83|, les valeurs numériques des constantes diélec-
triques €1 et £9 des deux strates homogénes sont

e1/e0=(1.4)* et e1/eo = (3.4)% (7.58)
La valeur numérique de I’épaisseur de la strate de SiO5 est
h = 0.68hs. (7.59)

Nous symétrisons la couche élémentaire. La couche élémentaire est alors constituée
de trois strates homogénes; les premiére et troisiéme strates sont identiques. Les
premiére et troisiéme strates sont d’épaisseur h/2 et de constante diélectrique &;.
La deuxiéme strate est d’épaisseur hs — h et de constante diélectrique 5.

Enfin, nous choisissons une fréquence qui se trouve dans un gap [83|. La valeur
numérique de la fréquence normalisée est

whsv/€otio/(2m) = 0.3. (7.60)
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FiG. 7.13: Le champ électromagnétique rayonné au niveau des faces horizontales du
cristal. Nous avons représenté sur la figure de gauche la relation de dispersion dans
le cristal avec une ligne continue et la relation de dispersion dans le milieu extérieur
avec une ligne discontinue. Nous avons représenté sur la figure de droite la fonction
II>™ : Iéchelle de gris est logarithmique.

Le champ électromagnétique rayonné au niveau des faces horizontales du
cristal Nous avons représenté sur la figure 7.13 de gauche la relation de dispersion
avec une ligne continue dans le cristal et avec une ligne discontinue dans le milieu
extérieur. Les interfaces planes séparant le cristal du milieu extérieur sont horizon-
tales. Alors, d’aprés la propriété 6.1, la composante k; est conservée au niveau de
ces interfaces planes: le champ électromagnétique venant de I'extérieur ne peut donc
pas pénétrer dans le cristal.
Nous avons représenté sur la figure 7.13 a droite la moyenne

5™ = (2y/ev/pe /1P (I + TP + 1)) /3, (7.61)

oit les fonctions M"Y, TIZ? et TIL® sont les densités de flux (7.46) du vecteur de
Poynting émis dans le superstrat par unité d’angle solide a l'infini associées aux
directions Py = ey, Py = ey et Py = e3 du dipole. La fonction IT!, coincide avec la
fonction I1], dans ce cas pour des raisons de symétries. La figure 7.13 de droite nous
indique donc que le flux du vecteur de Poynting émis est trés faible quelque soit
I’orientation du dipoéle.

Ces résultats sont en accord avec le principe de réciprocité: le champ électroma-
gnétique ne peut pas se propager depuis l'extérieur vers le dipole et réciproquement.

Données numériques du cristal photonique monodimensionnel séparé du
milieu extérieur par des interfaces planes verticales Nous décrivons la struc-
ture que nous avons représentée sur la figure 7.12 & droite. Les valeurs numériques
de I'ensemble des paramétres sont identiques a celles de I'exemple numérique pré-
cédent. Seules les interfaces planes qui séparent le cristal du milieu extérieur sont
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FiGg. 7.14: Le champ électromagnétique rayonné au niveau des faces verticales du
cristal. Nous avons représenté la fonction II7;™ : [’échelle de gris est logarithmique.

modifiées : I’équation des interfaces planes verticales est
r =125 =—(n/2)hsy et x1=ux5=+(n/2)hs avec n = 32. (7.62)

Le cristal est donc infini dans les directions ey et e3: ¢’est un empilement infini de
lames infiniment longues et de largeur nhs. La position de la source est (7.56): la
source se trouve donc au centre du cristal.

Le champ électromagnétique rayonné au niveau des faces verticales du
cristal Les interfaces planes séparant le cristal du milieu extérieur sont verticales.
Alors, d’aprés la propriété 6.1, la composante k] = k3 est conservée au niveau de
ces interfaces planes. La figure 7.13 de gauche indique donc que le champ électro-
magnétique venant de 'extérieur peut pénétrer dans le cristal.

Nous avons représenté sur la figure 7.14 la moyenne (7.61) des différents flux émis
dans le superstrat (la fonction IT!, coincide avec la fonction 17, dans ce cas pour des
raisons de symétries). La figure 7.14 nous indique donc que le flux du vecteur de
Poynting émis est du méme ordre de grandeur que celui émis dans le cas ot le dipole
se trouve dans le vide (figure 7.10).

Ces résultats sont en accord avec le principe de réciprocité : le champ électroma-
gnétique peut se propager depuis l'extérieur vers le dipdle et réciproquement.

Conclusion Nous avons montré numériquement qu’un cristal photonique mono-
dimensionnel en forme cube ne permet pas d’inhiber I’émission spontanée (figure
7.14). De méme que sur la figure 7.13 & gauche, il existe toujours des solutions pro-
pagatives dans un cristal photonique monodimensionnel. Alors, d’aprés I’étude de
Iinfluence des interfaces que nous avons réalisée dans le chapitre 6 précédent, nous
pouvons généraliser ce résultat : tout cristal photonique monodimensionnel de taille
finie ne permet pas d’inhiber [’émission spontanée. Enfin, cette étude nous indique
que seul un cristal photonique tridimensionnel peut permettre d’inhiber 1’émission
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spontanée (le phénoméne que nous avons mis en évidence se produit également dans
le cas d’un cristal bidimensionnel : dans ce cas, le rayonnement électromagnétique
peut s’échapper au niveau de deux faces).

L’influence des interfaces (propriété 6.1) et la relation de dispersion du cristal
(figure 7.13 a gauche) permettent de justifier a priori le rayonnement du dipole situé
a l'intérieur du cristal photonique monodimensionnel en forme de cube (figures 7.13
et 7.14) : nous utilisons pour cela le principe de réciprocité. Enfin, cette justification
nous assure que, s’il n’existe pas de solutions propagatives dans un cristal photo-
nique, alors ce cristal photonique peut permettre d’inhiber I’émission spontanée.

7.4.3 Inhibition de I’émission spontanée par un cristal pho-
tonique “tas de bois”

Dans cette section 7.4.3, nous placons le dipole a I'intérieur du cristal photonique
d’épaisseur finie constitué de n couches élémentaires que nous avons défini dans la
section 7.1.3.

Données numériques du cristal photonique Le contraste d’indice du cristal
photonique est de 2.4: les valeurs numériques des constantes diélectriques ! et ”
sont (7.31). Le superstrat et le substrat possédent les mémes propriétés que le vide:

=gy et e%=c¢,. (7.63)
Le cristal est constitué de
n =48 (7.64)

couches élémentaires. Ce nombre de couches élémentaires est suffisamment grand
pour réfléchir la totalité du champ électromagnétique dans la gamme de fréquences
situées dans le gap. Nous placons le dipdle au tiers de la hauteur du cristal et a
'intersection des deux plans de symétrie verticaux (7.14,7.16) :

zo = (w1,1/2)er + (wa,1/2)e2 — (n/3)hses. (7.65)

Enfin, nous choisissons une fréquence qui se trouve dans le gap (7.33). La valeur
numérique de la fréquence normalisée est

way/Zofio/ (27) = 0.45. (7.66)

Inhibition de I’émission spontanée dans un cristal photonique Nous avons
représenté sur la figure 7.15 la moyenne (7.61) des différents flux émis dans le su-
perstrat et sur la figure 7.16 la moyenne

5™ = (24/2%/p /| o) (M50 + 5@ 4 TS /3, (7.67)
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F1G. 7.15: Inhibition de I’émission spontanée dans un cristal photonique. Nous avons
représenté la fonction 117" : [’échelle de gris est logarithmique.

ou les fonctions Hﬁ}(l), 5@ et TI5®) sont les densités de flux (7.46) du vecteur

de Poynting émis dans le substrat par unité d’angle solide a 'infini associées aux
directions Py = e, Py = ey et Py = ez du dipole.

Nous constatons immédiatement qu’en comparaison avec la figure 7.10, le flux du
vecteur de Poynting émis est faible quelle que soit I'orientation du dipdle. D’aprés
(7.64,7.65), le dipole est séparé du superstrat par 16 couches élémentaires et est
séparé du substrat par 32 couches élémentaires. Nous pouvons alors estimer 1'in-
fluence du nombre de couches élémentaires: le flux du vecteur de Poynting émis est
d’autant plus faible que le nombre de couches élémentaires est grand. Enfin, d’aprés
les figures 7.15 et 7.16, le flux du vecteur de Poynting émis est toujours inférieur a
1075 dans le superstrat et a 107'2 dans le substrat.

sin # sin ¢
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F1G. 7.16: Inhibition de I’émission spontanée dans un cristal photonique. Nous avons
représenté la fonction IIE™ : ’échelle de gris est logarithmique.
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Conclusion D’aprés (7.33), il n’existe pas de solutions propagatives dans le cristal
pour la fréquence (7.66). Alors, d’aprés I’étude des interfaces du chapitre 6, nous
savons que, contrairement au cas du cristal photonique monodimensionnel (section
7.4.2), ce cristal photonique de taille finie permet d’inhiber I’émission spontanée.

Nous avons montré numériquement qu’un cristal photonique peut inhiber I’émis-
sion spontanée de fréquence w si cette fréquence est dans un gap : cet exemple numé-
rique confirme le résultat théorique (2.26) que nous avons présenté dans la section
2.2.

Notre calcul permet d’estimer dans quelle mesure ’émission spontanée est inhibée
par un cristal photonique réel, constitué d’un nombre fini de couches élémentaires.
Nous avons montré numériquement qu’'un empilement de 32 couches élémentaires
peut posséder des propriétés tres proches de celles d’un cristal photonique “idéal” : le
flux du vecteur de Poynting émis & travers 32 couches élémentaires est négligeable.

7.5 Conclusion

Nous avons montré numériquement que le cristal photonique réalisé expérimen-
talement par S. Lin et al. présente un large gap (7.30) ; notre résultat confirme les
résultats établis a partir d’autres méthodes numériques [11, 12, 42].

Nous avons également montré que ce cristal présente encore un gap (7.33) si le
contraste d’indice n’est plus que de 2.4. Le gap est alors plus étroit; nous avons
déterminé avec précision les bords de ce gap pour nous assurer de l'existence de
celui-ci.

Deux facteurs ont une influence sur la possibilité que posséde un cristal pho-
tonique de présenter un gap : les parameétres qui définissent la géométrie du cristal
et le contraste d’indice. Nos résultats montrent que le contraste d’indice de 2.4 est
vraisemblablement proche du plus petit contraste d’indice qui permet au cristal
photonique que nous avons étudié de présenter un gap. Seulement, comme cela est
suggéré dans [11], la géométrie du cristal photonique “tas de bois” que nous avons
étudié n’est vraisemblablement pas la meilleure; d’aprés [11], avec une géométrie
optimale, un cristal photonique “tas de bois” pourrait présenter un gap pour des
contrastes d’indice proches de 2.0. Dans ce cas, une large gamme de matériaux se-
rait disponible pour réaliser expérimentalement des cristaux photoniques: en plus
de présenter un gap, ces cristaux photoniques présenteraient I'intérét de répondre a
d’autres exigences [11] (procédés de fabrication plus simples, robustesse, etc. ... ).

Déterminer le plus petit contraste d’indice qui permet a un cristal photonique
de présenter un gap nécessite des calculs précis; nous pensons que les méthodes et
le code numériques que nous avons développés sont particuliérement bien adaptés a
cette tache.

A. Moroz et C. Sommers ont déja réalisé cette tache dans le cas des réseaux de
sphéres diélectriques [10] en utilisant la méthode KKR, [37] : dans ce cas, le plus petit
contraste d’indice qui permet au cristal de présenter un gap est égal a 2.85.

Nous avons étudié numériquement la transmission a travers un cristal photo-
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nique. Cette étude permet de simuler numériquement ’expérience qui vise a déter-
miner les gaps des cristaux photoniques [11, 12].

Nous avons montré 1’évolution de la transmission quand le nombre de couches
élémentaires augmente pour les fréquences se trouvant dans un gap : de méme que
les mesures expérimentales réalisées dans |11, 12| et les calculs numériques réalisés
dans [42], nos calculs numériques montrent que la transmission est atténuée de fagon
exponentielle quand le nombre de couches élémentaires augmente.

Enfin, nous avons étudié la possibilité d’inhiber 1’émission spontanée avec un
cristal photonique. Nous avons pris en compte la taille finie du cristal a I'intérieur
duquel se trouve la source optique.

Nous avons montré numériquement pourquoi nous pensons qu’'un cristal photo-
nique monodimensionnel de taille finie ne permet pas d’inhiber I’émission spontanée.
Nous avons montré dans quelle mesure I’émission spontanée est inhibée par un cristal
photonique réel, constitué d’'un nombre fini de couches élémentaires.
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Troisiéme partie

Conclusion

Nous avons développé un code numérique qui résout les équations de Maxwell
harmoniques (4) dans une structure “tas de bois”. La démarche générale de notre
code numérique repose sur la méthode que nous avons qualifiée de “méthode ré-
seau” ; cette méthode présente de nombreux intéréts (section 5.7.1). Parmi ceux-ci,
nous avons largement exploité la possibilité d’imposer des conditions aux limites de
la structure “tas de bois” de natures différentes.

Nous avons élaboré un algorithme qui permet d’imposer les conditions de Bloch
aux limites de la structure “tas de bois” sans instabilités numeériques (section 5.6);
la condition de Bloch permet de déterminer les propriétés des cristaux photoniques
périodiques dans les trois directions de I’espace.

Ainsi, nous avons déterminé avec précision les gaps que présentent les cristaux
photoniques “tas de bois” réalisés expérimentalement par S. lin et al. [11, 12] (sec-
tion 7.2). Nos résultats sont en accord avec les résultats établis & partir d’autres
méthodes numeériques [11, 42].

Nous avons imposé la condition d’onde sortante aux limites de la structure “tas de
bois” (section 5.5); la condition d’onde sortante permet de simuler numériquement
I’expérience qui consiste a éclairer une structure de taille finie par un champ incident
puis & déterminer le champ diffracté.

Ainsi, nous avons déterminé les propriétés de diffraction des cristaux photoniques
monodimensionnels de formes variées. Nous avons établi une régle qui permet d’es-
timer a prior: I'influence d’interfaces suffisamment réguliéres séparant un cristal
photonique monodimensionnel du milieu extérieur (section 6.4.1). En associant cette
régle avec notre code numérique, nous avons mis en évidence numériquement de nom-
breux phénomeénes de réfraction inhabituels: nous avons montré des phénoménes qui
seraient observés s’il existait des milieux homogénes obéissant a la deuxiéme loi de
Descartes et d’indice optique inférieur a celui du vide (section 6.1.1) ou négatif (sec-
tion 6.1.2). Nous avons également montré numériquement la possibilité de réaliser
des lentilles de distance focale trés petite (sections 6.1.3 et 6.4.2).

Enfin, la condition d’onde sortante nous a permis d’étudier numériquement la
fraction du flux du vecteur de Poynting transmise a travers un cristal photonique “tas
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de bois” (section 7.3); cette étude permet de simuler I’expérience réalisée pour dé-
terminer les gaps des cristaux photoniques [1, 2, 11]. De méme que dans [11, 12, 42],
nous avons montré que la fraction du flux du vecteur de Poynting transmise a travers
le cristal tend vers zéro de facon exponentielle dans un gap.

Nous avons également imposé une condition aux limites de la structure “tas de
bois” qui permet de placer la source du champ électromagnétique a l'intérieur de la
structure [84]; cette condition permet de simuler un atome alimenté en énergie se
trouvant a l'intérieur d’un cristal photonique (section 7.4.1).

Alinsi, nous avons étudié la possibilité d’inhiber le phénoméne de 1’émission spon-
tanée en présence d’un cristal photonique. Nous avons montré qu’il est nécessaire de
considérer un cristal photonique tridimensionnel pour inhiber I’émission spontanée
(section 7.4.2). Enfin, nous avons montré dans quelle mesure un cristal photonique
“tas de bois” d’épaisseur finie permet d’inhiber le phénoméne de I’émission spontanée
(section 7.4.3).
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En conclusion, nous récapitulons I'ensemble des résultats que nous avons obte-
nus, nous rassemblons de facon synthétique ces résultats puis nous présentons les
prolongements induits par notre étude.

Récapitulation des résultats obtenus

Etude de I’influence des interfaces qui séparent un cristal photonique de
taille finie du milieu extérieur (question 1.1) Nous estimons que nous avons
donné une réponse aussi compléte que possible a cette question dans le cas des cris-
taux photoniques monodimensionnels.

Dans un premier temps, nous avons déterminé le comportement du champ élec-
tromagnétique en présence d'un cristal photonique monodimensionnel “usuel” d’épais
seur suffisamment grande (deuxiéme partie): de méme qu’en optique géométrique,
ce comportement peut étre interprété par la théorie des rayons.

Nous avons alors montré que ’angle de réfraction des différents rayons est dé-
terminé par la vitesse de groupe et nous avons déterminé les fractions d’énergie
réfléchie et transmise au niveau des interfaces. Nous avons récapitulé I’ensemble de
ces résultats dans la section 4.7.

Dans un second temps, nous avons étudié le comportement du champ électro-
magnétique en présence d’un cristal photonique monodimensionnel de forme quel-
conque (chapitre 6) ; nous avons déterminé 1’angle de réfraction des différents rayons
au niveau d’une interface de forme quelconque et suffisamment réguliére séparant
un cristal photonique monodimensionnel du milieu extérieur (section 6.4.1).

Nous avons alors mis en évidence des phénomeénes de réfraction qui ne peuvent
étre observés dans le cas de matériaux homogenes usuels: nous avons montré des
phénomeénes qui seraient observés s’il existait des milieux homogeénes obéissant a la
deuxiéme loi de Descartes et d’indice optique inférieur a celui du vide (section 6.1.1)
ou négatif (section 6.1.2).

Enfin, nous avons montré numériquement la possibilité de réaliser des lentilles
de distance focale trés petite (sections 6.1.3 et 6.4.2).

Approximation d’un cristal photonique de taille finie par un cristal photo-
nique infini (question 1.2) Nous avons donné des éléments de réponse a cette
question dans le cas des cristaux photoniques monodimensionnels et des cristaux
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photoniques “tas de bois”.

Nous avons étudié dans quelle mesure un cristal photonique d’épaisseur finie peut
se comporter comme un miroir parfait pour les longueurs d’onde se situant dans un
gap. Nous avons montré théoriquement dans le cas monodimensionnel (section 4.2.1)
et numériquement dans le cas “tas de bois” (section 7.3) que, dans un gap, la fraction
du flux du vecteur de Poynting transmise tend de fagon exponentielle vers zéro quand
le nombre de couches élémentaires qui constituent le cristal augmente.

Ce résultat indique qu’un empilement d’un petit nombre de couches élémentaires
peut posséder des propriétés trés proches de celles d’un miroir parfait pour les lon-
gueurs d’onde se situant dans un gap.

Nous avons également étudié dans quelle mesure un cristal photonique de taille
finie peut permettre d’inhiber 1’émission spontanée pour les longueurs d’ondes se
situant dans un gap.

Nous avons montré qu’un cristal photonique monodimensionnel de taille finie
ne peut pas permettre d’inhiber ’émission spontanée (section 7.4.2): la théorie des
rayons associée au théoréme de réciprocité justifie ce phénoméne. Il est donc né-
cessaire de considérer un cristal photonique tridimensionnel pour inhiber I’émission
spontanée.

Nous avons alors montré numériquement qu’un cristal photonique “tas de bois”
constitué de quelques dizaines de couches élémentaires permet d’inhiber I’émission
spontanée (section 7.4.3).

Enfin, nous avons montré que la théorie des rayons permet d’interpréter les pro-
priétés d’une lentille dont les dimensions sont de l'ordre de quelques dizaines de
longueurs d’ondes (section 6.1.3 et 6.4.2).

Tous ces résultats indiquent que les propriétés d'un cristal photonique de taille
finie, dont les dimensions sont supérieures a quelques dizaines de longueurs d’ondes,
peuvent étre estimées & partir de la relation de dispersion du cristal parfait: les
propriétés d’un tel cristal photonique de taille finie sont proches de celles d’un cristal
infini.

Etude numérique des propriétés des cristaux photoniques “tas de bois”
(objectifs 2.1, 2.2 et 2.3) Nous avons développé un code numérique qui nous
a permis de réaliser ces trois objectifs.

Notre code numérique est capable de résoudre les équations de Maxwell non
seulement en présence d’un cristal périodique dans les trois directions de 'espace
mais aussi en présence d’un cristal périodique dans deux directions de 'espace et
limité dans la troisiéme. Pour cela, nous avons élaboré un algorithme qui permet
d’obtenir la relation de dispersion d’un cristal a partir d’un code numérique de type
“code réseau” : notre algorithme permet de déterminer sans instabilités numériques
les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice de transfert a travers une
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couche réseau a partir de la matrice S (section 5.6.3) ou de la matrice R (section
5.6.2). Nous avons montré que notre algorithme est numériquement stable (section
5.6.4).

Notre code numérique utilise la méthode des “valeurs propres et fonctions propres
exactes” (section 5.4). Il évite ainsi le principal défaut de ceux utilisant la base de
Fourier: avec la méthode que nous utilisons, les fonctions £ et u sont toujours
représentées de fagon exacte. Surtout, nous avons montré dans un cas particulier la
supériorité de la méthode que nous utilisons sur une méthode utilisant la base de
Fourier (section 5.5.4).

Plus généralement, nous avons situé les méthodes numériques que nous avons
développées parmi les méthodes généralement utilisées dans la section 5.7.

En pratique, concernant cette étude des cristaux photoniques “tas de bois”, le
résultat le plus significatif que nous avons obtenu réside dans la précision de notre
calcul de la relation de dispersion (section 7.2). Ainsi, nous avons pu confirmer les
résultats présentés dans la littérature obtenus a partir des méthodes utilisant la base
de Fourier.

Synthése

[’étude que nous avons réalisée nous indique que nous pouvons estimer le com-
portement du champ électromagnétique en présence d’un cristal photonique de forme
quelconque et dont les dimensions sont trés grandes devant la longueur d’onde. Ce
comportement peut étre interprété au moyen de notions concernant la trajectoire de
’énergie dans un cristal photonique, qui s’apparente a la théorie des rayons (inspirée
de loptique géométrique).

Cette interprétation permet de décrire précisément le comportement du champ
électromagnétique si nous connaissons

1 la relation de dispersion dans le cristal photonique,
2 linfluence de la frontiere séparant le cristal photonique du milieu extérieur,

3 dans quelle mesure les dimensions du cristal doivent étre trés grandes devant la
longueur d’onde.

Nous avons développé un code numérique qui nous permet de déterminer avec
précision la relation de dispersion des cristaux photonique “tas de bois”, structures
a bandes interdites photoniques parmi les plus prometteuses.

Nous avons déterminé I'influence de la frontiére séparant le cristal photonique du
milieu extérieur: si w(k) est la relation de dispersion, les composantes tangentielles
du vecteur k sont conservées.

Nous avons déterminé dans quelle mesure les régles que nous avons établies sont
valides : tous nos exemples numériques montrent que les propriétés d’'un cristal pho-
tonique de taille finie, dont les dimensions sont supérieures a quelques dizaines de
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longueurs d’ondes, sont proches de celles d’un cristal infini.

Cette interprétation constitue un guide pour concevoir des structures en cristal
photonique possédant des propriétés précises. Néanmoins, la résolution numeérique
des équations de Maxwell en présence du cristal de forme quelconque reste en gé-
néral indispensable pour vérifier si 'interprétation est valide et pour déterminer
quantitativement les énergies mises en jeu.

Perspectives

Notre étude conduit naturellement aux prolongements suivants (nous avons déja
donné quelques éléments de réponse pour certains).

Diffraction par des cristaux photoniques bi et tridimensionnels de forme
quelconque Nous avons essentiellement répondu a la question 1.1 dans le cas des
cristaux photoniques monodimensionnels (section 4.7). Nous pouvons alors naturel-
lement nous poser la question suivante :

3.1 La théorie des rayons permet-elle d’interpréter le comportement du champ élec-
tromagnétique en présence d’un cristal photonique bi ou tridimensionnel de
forme quelconque?

Et dans le cas ou la réponse a cette question 3.1 est affirmative:
3.2 Quel est l'angle de réfraction des rayons au passage d’une interface?

L’exemple numérique que nous avons présenté dans la section 6.4.2 nous incite
a répondre affirmativement a la question 3.1 : la figure 6.4 nous indique que, qua-
litativement, le champ électromagnétique peut étre interprété comme une série de
rayons.

Nous avons donné des éléments de réponse a la question 3.2 dans la section
6.2.6: les propriétés 6.1 et 6.2 que nous avons établies dans les sections 6.2.5 et 6.4.1
sont encore valables si le plan tangent & la frontiére du cristal contient une face
d’une maille élémentaire permettant d’engendrer le cristal. Ce résultat est confirmé
numériquement dans [23|. Surtout, nous pensons que les propriétés 6.1 et 6.2 restent
valables dans tous les cas pour la raison suivante: de méme que tout nombre réel
peut étre approché par un nombre rationnel, toute partie de la frontiére du cristal
peut étre approchée par un plan contenant une face d’une maille élémentaire du
cristal.

Canalisation de I’émission spontanée dans un angle solide étroit Nous
avons montré dans la section 2.1.5 qu’'un cristal photonique peut théoriquement
permettre de canaliser ’émission spontanée dans un angle solide étroit. Ce phéno-
meéne se produit notamment aux bords des gaps.
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Il s’avére que, dans le cas des cristaux photoniques “tas de bois” que nous avons
étudiés, il n’existe pas de solution propagative dans le milieu extérieur aux bords du
gap.

Une solution pour résoudre ce probléme consiste & perturber une maille élé-
mentaire sur deux du cristal photonique: nous obtenons alors une structure dite
“doublement périodique”. Cette “double période” a pour conséquence de déplacer
les bords du gap: il existe alors une solution propagative aux bords du gap qui
permettrait de canaliser I’énergie au voisinage de ’incidence normale.

Nous pensons que notre code numérique est particuliérement bien adapté pour
mettre en évidence ce phénomene.

Etude des gaps des cristaux photoniques “tas de bois” D’aprés [11] un
cristal photonique “tas de bois” pourrait présenter un gap pour des contrastes d’in-
dice proches de 2.0. Dans ce cas, une large gamme de matériaux serait disponible
pour réaliser expérimentalement des cristaux photoniques. Répondre précisément a
la question suivante présenterait alors un grand intérét.

3.3 Quel est le plus petit contraste d’indice diélectrique permettant a un cristal
photonique “tas de bois” de présenter un gap?

Deux facteurs ont une influence sur la possibilité que posséde un cristal photonique
de présenter un gap: les parameétres qui définissent la géométrie du cristal et le
contraste d’indice.

L’influence du contraste d’indice est bien connue: plus le contraste d’indice est
élevé, plus la possibilité que posséde un cristal de présenter un gap augmente. Nous
avons montré que notre code numérique est particuliérement bien adapté pour dé-
terminer le plus petit contraste d’indice pour une géométrie donnée.

L’influence de la géométrie d’un cristal photonique “tas de bois” nous semble
moins évidente a estimer. C’est pourquoi nous pensons qu’une étude de cette in-
fluence mérite d’étre réalisée.

Nous pensons que les cristaux photoniques “tas de bois” constituent la classe de
structures cristallines tridimensionnelles la plus simple: la simplicité de ces struc-
tures pourrait permettre de réaliser des estimations théoriques. Ces estimations
constitueraient le prolongement de celles établies dans [32, 34| dans le cas des cris-
taux photoniques bidimensionnels constitués de tiges diélectriques.
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Annexe A

Preuve du lemme fondamental

Dans cette annexe A nous présentons une preuve du lemme que nous avons
énoncé dans la section 4.3. Nous déterminons la limite quand n tend vers l'infini de
I'intégrale

/B 9(0a) £t (1), 7(01)] day (A1)

pour tout f, g continiment dérivable. Nous estimons également la différence entre
cette intégrale et sa limite quand n tend vers l'infini. Cette annexe ne peut étre
séparée de la deuxiéme partie de ce mémoire; nous utilisons des notations et des
résultats présentés dans la deuxiéme partie. L’idée générale de notre démonstration
consiste a approcher la fonction g et la partie non-oscillante de la fonction f (¢4, %)
par des fonctions constantes par morceaux. Ces fonctions constantes par morceaux
doivent satisfaire une condition : toutes les marches d’escalier doivent avoir la méme
largeur imposée par la période de la partie oscillante de la fonction f(t2,r%). Cette
largeur est donc d’autant plus petite que le nombre de couches élémentaires n est
grand. Nous pourrons alors intégrer la partie oscillante de la fonction f (¢4, r%).

C’est, parce que nous approchons la fonction g et la partie non-oscillante de la
fonction f(t4,r%) par des fonctions constantes par morceaux particuliéres que nous
avons besoin de controler les variations des fonctions f et g (les fonctions f et g sont
contintiment dérivables).

Enfin, nous procédons en deux temps. Dans un premier temps, nous considérons
un intervalle fermé inclus dans la bande de transparence B ou la dérivée par rapport
a la variable a; de la trace de la matrice T' ne s’annule jamais. Dans un deuxiéme

temps, nous généralisons le résultat pour obtenir la preuve du lemme fondamental.

A.1 Preuve du lemme fondamental dans un cas par-
ticulier

Dans cette section nous présentons dans un cas particulier une preuve du lemme

que nous avons énoncé dans la section 4.3. Soit [a_, a;] un intervalle fermé inclus
dans B ou la dérivée par rapport a la variable a; de la trace de la matrice T ne
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s’annule pas. Soit

f= [ gl flth(an) o) das (A.2)
avec
Va, € la_,ay] C B: aatorf(al) # 0. (A.3)

Nous montrons le lemme ci-dessous.

Lemme A.1 Soient f de €2y X ), dans C et g de B dans C des fonctions conti-
ndement dérivables. Soient || flloos |19]loos ||/ |loc €t ¢’ |loc les normes uniformes des
fonctions f et g et de leurs dérivées. Alors, pour tout € > 0, il existe n(|| flloos ||9]]ccs

1/ Mloos 19"lloo) tel que = ne([| flloos lgllocs [[lloos [1']o0) =

I, - /OL+ g(aq) foolan) day | < €. (A.4)

Preuve du lemme A.1 Nous déterminons la limite de I'intégrale I,, quand le
nombre n tend vers l'infini en cinq étapes. Nous réalisons le changement de variable
a; en ¢ dans 'intégrale I,, (étape 1), nous décomposons l'intervalle d’intégration
en intervalles de longueur 27 /n (étape 2), nous approchons la fonction g (étape 3),
nous approchons la partie non-oscillante de la fonction f(t4,7%) (étape 4), et enfin
nous recomposons 'intervalle d’intégration (étape 5).

Etape 1: changement de variable a; en ¢ D’aprés (A.3), la dérivée par rapport
a la variable oy de la trace de la matrice T ne s’annule pas. Alors, d’aprés (3.52), la
dérivée par rapport a la variable «; de la fonction ¢ ne s’annule pas.

o _ouT)/2
Do, () =5

Vay €la,ay]: (a1)/sinp(ay) # 0. (A.5)
La division par sin¢ ne pose pas de probléme puisque oy € [a_,a,] C B =
sin ¢(aq) > 0 (d’aprés (3.52)). Nous pouvons alors réaliser la changement de variable
ay en . Nous définissons d’abord les fonctions ¢ et 7 a partir des fonctions ¢ et r
(4.16). Soient pour tout (v, ) € [0, 27]x]0, 7]:

(v, ) =tv,a1(p)] et (v, 0) =r[v, Q1(p)]. (A.6)
Enfin, d’aprés la propriété 3.1, la matrice T est infiniment dérivable par rapport a la
variable ay. Alors, d’aprés (3.52) la fonction ¢ est infiniment dérivable par rapport
a la variable oy dans B. L’image par ¢ de l'intervalle [a_, a ] est donc un intervalle.
Soient ¢ = p(a_) et ¢, = p(ay). Alors, d’aprés (4.16,A.6), 'expression (A.2) de
I'intégrale I,, peut s’écrire

I — / 730 i, ), Hng, )] do (A7)
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ou

8061

Voelp_,oi]:g(p) = %(w)g[al(so)]- (A.8)

La fonction g et sa dérivée ¢’ sont uniformément bornées par rapport a ¢ € [¢_, ¢ ].
Soient [|g]|co €t ||§']|co 1a norme uniforme de ces fonctions.

La fonction § est uniformément bornée sur ’intervalle [p_, ¢ ]. Preuve D’aprés
Pexpression (A.8) de la fonction g, nous devons majorer uniformément la fonction day /9p
pour majorer ||g|loo- D’aprés sa définition (3.52), la fonction ¢ est, de méme que la ma-
trice T' (propriété 3.1), infiniment dérivable par rapport a la variable «; dans B. D’aprés
Ihypothése (A.5), la dérivée de la fonction ¢ ne s’annule jamais dans [a_,a4]. Alors, la
fonction réciproque ¢ — a; () est aussi infiniment dérivable. En particulier, les fonctions
Oay [0 et 8%y /0%p sont continues (et donc bornées) sur 'ensemble compact [¢_, o ].
Soient ||a} || €t ||} ||oo la norme uniforme des fonctions da /9y et %y /02 ¢.

8041

voelopils |G| <ladle o | 520 < ol (A9
Alors, d’aprés Pexpression (A.8), la fonction § est uniformément bornée par rapport a
@ € [p—,p4] et

19lloc < llglloo lle [loo- (A.10)

La fonction §' est uniformément bornée sur ’intervalle [¢_, p;]. Preuve D’aprés
Pexpression (A.8) de la fonction g,

Vi € lomial 1360 = Tt @alan(] + | 520 ool (A1)

Nous avons déja majoré toutes les fonctions qui interviennent cette expression de §'. Alors,
d’aprés (A.9), la fonction §' est uniformément bornée par rapport a ¢ € [¢p_, 4] et

13110 < llglloe N1 lloc + llg'lloo et I3 - (A.12)

Etape 2: décomposition de ’intervalle [¢ ,p,] Soit m € N la partie entiére
de o — @ In/(2m): m < |ps — ¢ _|n/(2m) < m+ 1. Soit

—w_ 27
o1 — ¢

Vie{0,---,m}. (A.13)
Nous coupons l'intervalle [¢_, ¢, ] en intervalles de largeur 27 /n : ces intervalles sont
(o1, or41], L € {0,---,m}. Chaque intervalle [, ¢;11] correspond a une période de
la partie oscillante de fonction f(t,7%). L'expression (A.7) de l'intégrale I, peut
s’écrire

f=at+ X [ e g o)t o) dp, (A.14)
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ou

) = [ a0l o), g, ) d. (A.15

m

Les fonctions ¢ et f sont uniformément bornées (d’aprés (A.10) pour g et d’aprés
les hypothéses du lemme pour f) et la longueur de U'intervalle [, ¢ ] est inférieure
a 2w /n (puisque m < |p; — ¢_|n/(2r) < m + 1). Alors, nous pouvons majorer le
terme correcteur c;(n).

P+
VneN:|a(n)| < ||§||oo||f||oo/ de < [|gllcl flloo (27 /). (A.16)

m

Etape 3: approximation de la fonction ¢ Nous approchons la fonction g par
une fonction constante par morceaux. L’expression (A.14) de lintégrale I, peut
s’écrire

m—1

L=+ ge) [ Sl ) el do, (A.17)

1=0 J
ou

-1

am =am+ Y [ 36) - 3o flltng. o). Fg 2l de. (415)

3

Il
o

D’aprés (A.12), la fonction ¢’ est uniformément bornée. Alors, en utilisant le théo-
réme des accroissements finis pour la fonction ¢ nous obtenons pour tout [ €

{(), Ce ,m},
Vo€ ool 1a(e) — gle)] <17 lsle — @l < |7l (27/n). (A.19)

D’aprés les hypothéses du lemme, la fonction f est uniformément bornée. Alors,
nous pouvons majorer le terme correcteur cy(n).

Vn e N: e (n)] < ler(m)] + 17 llooll flloo [0+ — -] (2/n). (A.20)

Etape 4: approximation de la partie non-oscillante de la fonction f(Z,7)
Nous approchons la partie non-oscillante de la fonction f(¢,7) par des fonctions
constantes par morceaux. L’expression (A.17) de l'intégrale I,, peut s’écrire

+Zg [ " flitng, ), Hng, ) do. (A.21)
SOREORN / " (Sl 9), 7, o) )

— flt(ng, 1), F(np, 1)) } de.
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Nous majorons le terme correcteur cz(n). Les fonctions /0y et OF /dp sont uni-
formément bornées par rapport a (v,¢) € [0,27] X [¢—, ¢]. Soient ||0t/0¢|~ et
|07 /0¢||s 1a norme uniforme de ces fonctions.

Les fonctions 9t/3¢ et 07/0p sont uniformément bornées par rapport a (v, ) €
[0,27] X [p_,¢+]. Preuve D’aprés (4.16), les fonctions t et r s’expriment (par I'in-
termédiaire des fonctions p., ps, qc, ¢s et ¢ (3.56,3.52)) & partir de la matrice T'. Nous
avons montré (4.17) que ces fonctions ¢ et r sont uniformément bornées par rapport a
(v,a1) € ]0,27] x Ky. La majoration de la fonction ¢ implique le dénominateur des fonc-
tions ¢ et r n’est jamais nul. Alors, les fonctions ¢ et r sont infiniment dérivables par
rapport aux variables v € [0, 27] et ay € K (puisque la matrice T est infiniment dérivable
par rapport a la variable oy d’aprés la propriété 3.1). En particulier, les fonctions 0t/0ay
et Jr/Oay sont continues dans I’ensemble compact [0, 27] X [a—_, a+]. Elles sont donc uni-
formément bornées par rapport & (v,a1) € [0,27] % [a—,a4]. Nous notons |[|0t/0a ||
et ||0r/dai||s leur norme uniforme. Enfin, d’aprés (A.9), la fonction day /Op est unifor-
mément bornée par rapport & ¢ € [p_,p.]. Alors, les fonctions dt/d¢ et 97y sont
uniformément bornées par rapport a (v, ) € [0,27] X [p_, p4] et

10t/0¢ll0 < llenllcllOt/Opllos et [107/0¢0llc0 < llolloollOr/O¢lloc. (A.23)

D’aprés les hypothéses du lemme, la fonction f’ est uniformément bornée. Alors,
en utilisant le théoréme des accroissements finis pour les fonctions ¢, 7 et f nous
obtenons pour tout [ € {0,---,m},

Vo € o, ol 2| flE(ng, @), F(ne, ©)] — flE(ng, 1), F(np, @i)] |
<N f' oo [lE(n, 0) = E(np, 1) + [F(nep, ) = F(ngp, @1)]
< |1 'lloo [108/00]|oo + (107 /0 ]|0] |0 — 1]
<N lloo 102/ 00|00 + 107/ 0]l 0] (27 /72)

(A.24)

D’aprés les hypothéses du lemme, la fonction ¢ est uniformément bornée. Alors, nous
pouvons majorer le terme correcteur cz(n).

¥n € Nt es(n)| < e2(n)+ 19llso | 'l [108/0llc + (0700 ]

A.25
< [ — o] (2m/n). (A2

Etape 5 : recomposition de ’intervalle [¢_, p,] Nous réalisons le changement
de variable ny en v dans chaque intégrale de 'expression (A.21) de I,,.

nYi+1

L= o)+ - 3 i ) [ flitee). o) do. (A.26)

Pi

D’aprés (A.6,4.16), les fonctions ¢ et 7 sont périodiques en v; nous avons défini
(A.13) les intervalles [ng;, nyi+1] afin que leur longueur soit égale a la période de
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ces fonctions. Alors, I'expression (A.26) de I, devient

m—1

L= cam) + 3 () [(%)1 | st it o] G = . (220

=0

Nous reconnaissons dans cette derniére expression de I'intégrale I, la définition (4.19)
de foo[ar(¢r)] pour tout I € {0,---,m}. Alors, ’expression (A.27) de I,, devient

m—1

Ly = c3(n) + D 3(1) foolon ()] (111 — @1) (A.28)

=0

Nous reconnaissons dans cette derniére expression de l'intégrale I,, une somme de
Riemann. La fonction ¢ —— §(¢) foo[a1(¢)] est continue donc intégrable au sens de
Riemann. Alors, I'expression (A.28) de I,, devient

I, = esn) + / " 3(0) Frolan(@)] de, (A.20)
JLIEO[C4(n) —c3(n)] = 0. (A.30)

Nous pouvons maintenant réaliser le changement de variable ¢ en «;. D’apres la
définition (A.8) de la fonction g,

I, = c4(n) + /a+ g(an) foo(ay) davy . (A.31)

Conclusion D’aprés (A.16,A.20,A.25,A.30), le terme correcteur c4(n) tend vers
zéro quand n tend vers l'infini. Surtout, notre raisonnement implique que ce terme
correcteur dépend de || flloos [|]loos |[f'[lcc €t ||¢']|cc- Enfin, 'expression (A.31) de
I'intégrale I,, implique que le lemme A.1 est vrai.

A.2 Preuve du lemme fondamental dans le cas gé-
néral

Dans cette section nous présentons une preuve du lemme que nous avons énoncé
dans la section 4.3. Cette preuve consiste a isoler ’ensemble des points “spéciaux”
de la bande de transparence B puis a utiliser le lemme A.1.

Preuve du lemme fondamental Soit A; I’ensemble des points de la bande de
transparence B ou la dérivée par rapport a la variable a; de la trace de la matrice
T est nulle.

Al = {Oél € K, ‘ (atl"T/aOfl)(Oll) = 0} (A32)
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L’ensemble A; est, de méme que la frontiére Ag, constitué d’un nombre fini de points
(nous avons montré que la frontiére A, est constituée d’'un nombre fini de points
dans la section 4.1.3). Soit m le nombre de points dans I'ensemble Ag U A;.

m = cardinal(Ag U Ay) < oc. (A.33)

L’ensemble AqgU A, est I'ensemble des points que nous avons qualifiés de “spéciaux”.
Nous les isolons ; soit, pour tout 7 > 0, 'ensemble A, des points de K situés a une
distance inférieure ou égale a n de I’ensemble Ag U A;.

An:{aleKl‘ |a1—a0|<net OfoeA()UAl}. (A34)

D’aprés (A.33, A.34), nous pouvons majorer la mesure |A,| de I'ensemble A, :
|A,| < 2mn. Enfin, d’aprés les hypothéses du lemme, les fonctions f, f. et g sont
uniforément bornées (fs est uniformément bornée par || f||- d’aprés (4.19)). Alors,
si nous choisissons 17 = €/(8m||g]|oo || f |0 )

< lgllocll flloc2mn = €/4 Vn €N,

/A g f[t (o). 1 (1)) den

(A.35)

< [|gllocl[ flloo2mn = €/4.

/A 9 () den

La bande de transparence B privée de I'ensemble A, est la réunion finie d’intervalles
vérifiant la condition (A.3). Nous pouvons donc appliquer le lemme A.1 dans chacun
de ces intervalles. Alors, pour tout €/2 > 0, il existe ne(||f|loos [|9lloos ||/ llo0s [|9']loc)

tel que: 72 ne(([ flloc, [|9llo0s [[llocs 19'lloc) =

(1) foolag)day | <e€/2.  (A.36)

‘/B\Ang(al)f[ti(al)’TZ(al)]dOzl _/

9
B\Ay

Nous coupons le membre de gauche de 'inégalité (A.36) en trois parties. Alors,
d’aprés les inégalités (A.35,A.36),

B

‘/B g(al)f[tg(al)arﬁ(al)]dal—/g(al)foo(al)dal

< / gl lh(an) e dos — / gl slan) e .

+ /Ag(al)f[t;iz(al)7TZ(a1)]dO‘1 + ‘/Ag(al)foo(@l)doq

< €/2+€/d+e/d=ce.

Nous obtenons alors la preuve du lemme de la section 4.3.
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Annexe B

Calcul de la limite des coefficients

Dans cette annexe B nous déterminons ’expression de l'intégrale (4.19) pour des
fonctions f particuliéres; nous déterminons la limite des coefficients de réflexion, de
transmission et du carré de leur module. Enfin, nous souhaitons préciser que cette
annexe purement calculatoire peut se révéler fastidieuse.

B.1 Calcul de la limite du coefficient de transmis-
sion

Dans cette section B.1 nous déterminons dans la bande de transparence B l'ex-
pression de l'intégrale

I = (27r)1/[02 | & dv . (B.1)

e COS U + igs sin v/ sin @

De méme que (%, q., qs et @, I; est une fonction de la variable a; € B. Dans
I'expression (B.1) de I}, la fonction de la variable v sous le symbole intégrale change
de signe si nous ajoutons m a la variable v. L’intégrale sur Uintervalle [0, 7] est
donc opposée a l'intégrale sur l'intervalle |7, 27]. Alors, U'expression de la limite du
coefficient de réflexion est dans tous les cas

I,=0. (B.2)

B.2 Calcul de la limite du coefficient de réflexion

Dans cette section B.2 nous déterminons dans la bande de transparence B 1'ex-
pression de I'intégrale

[0,27] Qe COS U + gy sinv/ sin ¢

De méme que p., ps, qe, qs €t @, I, est une fonction de la variable a; € B. Nous
avons montré dans la section 4.3. que le dénominateur se trouvant sous l'intégrale ne
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s’annule jamais (4.17). Enfin, d’aprés la définition (4.4) de la bande de transparence
B, la fonction sin ¢ n’est jamais nulle. Nous pouvons donc manipuler sans retenue
I'expression (B.3) de 'intégrale I,.

Dans Iexpression (B.3) de I,, la période de la fonction de la variable v sous le
symbole intégrale est 7. C’est pourquoi nous réalisons le changement de variable v
en z = exp(2iv). Lorsque la variable v décrit 'intervalle [0, 7], la variable 2z décrit
C, le cercle de rayon 1 dans le plan complexe.

C={zeC||z|=1}. (B.4)

Avec ce changement de variable, cosv = (/2 + 1/y/2)/2, sinv = (/2 — 1/y/2)/(2i)
et dv = dz/(2iz). Alors, 'expression (B.3) de 'intégrale I, devient

I, = (2im)"! /C Ro(2) dz, (B.5)

R () = 1P VERLVE) 0 (VE—1/VE) [ sing
VeeC R = (V) T aVE— 1Va) sy (B6)

Nous transformons I’expression (B.6) de R,(z); nous multiplions le numérateur et

le dénominateur de R,(z) par y/zsin ¢ et nous regroupons les termes en z. Nous
obtenons alors

_13P+ + D

VzeC:R.(z) =z ,
ZQJF—‘—q,

(B.7)

P+ =pesing £ ps et gL = q.sinp =+ g, (B.8)

Le calcul de I’expression (B.5) de I'intégrale I, se résume au calcul des résidus de la
fraction rationnelle R,. A ce stade nous séparons le probléme en deux cas.

Premier cas: |¢;| < |¢_| Dans ce cas, la fraction rationnelle R, posséde un unique
pole dans le disque unité en z = 0. D’aprés (B.7), le résidu de R, est p_/q_ en z = 0.
Alors,

¢4l <lg|= 1L =p /¢ . (B.9)

Second cas: |¢.| > |¢_| Dans ce cas, la fraction rationnelle R, posséde deux poles
dans le disque unité en z = 0 et 2 = —q_/q,. D’aprés (B.7), les résidus de R, sont

p-/¢ enz=0etpy/q. —p /g enz=—q [q;. Alors,

04| > g | = I, =p-/a-+ (p+/av —p-/0-) = P+/ ¢+ - (B.10)
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Conclusion L’expression de la limite du coefficient de réflexion est p, /¢, si |g,| >
lg_| et p_/q_ si |gy| < |g—|- Nous pouvons regrouper ces résultats en remarquant
que

lg| > |g-| <= T2 > 0. (B.11)

Preuve de la relation (B.11) Nous développons I'expression (B.8) du module carré
de q+.

g = lgesin ¢ £ gs* = [gesin o + R(gs)]* + S(gs)”.
D’aprés cette expression de g+ et (3.56),

lge > = |g—|* = £4R(qs)qe sin @ = £(B* + ) (BYST12 — Tay) sin . (B.12)

Dans la bande de transparence, sinp > 0 ce qui implique que nous devons examiner le
signe de £(8%“39T,5 — Tyy). Pour cela, nous utilisons la propriété 3.2. D’aprés (3.37) et la
définition (3.52) de ¢,

1= T11T22 — T12T21 R—s T12T21 = — sin2 © — (T11 — T22)2/4 < 0.

Le produit 1275 étant négatif, le signe de £ (8%34T2 — Ts1) est du signe de +T15. Alors,
d’apres (B.12), T1a > 0 <= |q+|*> — |¢—|* > 0. Nous avons montré la relation (B.11).

En combinant (B.9,B.10) avec (B.11), nous obtenons une expression de la limite
du coefficient de réflexion valable dans tous les cas.

7 Pe sin ¢ + psT12/|Ths|

r= : . B.13
gcSInp + qu12/|T12| ( )

Enfin, nous remplagons les fonctions p., ps, . et ¢s par leur expression (3.56) et nous
utilisons la propriété 3.2. Alors, I’expression de la limite du coefficient de réflexion
dans la bande de transparence B est

B =By
I, = BT B, (B.14)
ou pour tout a; € B:
By (ar) = sinp(an)/[Tia(cn)| — i[Tii () — Taz(an)]/[2Th2 ()] (B.15)

B.3 Calcul de la limite du module carré du coethi-
cient de transmission

Dans cette section B.3 nous déterminons dans la bande de transparence B 1'ex-
pression de I'intégrale

u 2m
Lpm = (27)! / g
[0,27]

— . dv, (B.16)
e COS U + igs sin v/ sin @
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pour m = 1, 2. De méme que 3%, ¢, ¢s et ¢, I, est une fonction de la variable o; €
B. Dans l'expression (B.16) de Ir,, la période de la fonction de la variable v sous le
symbole intégrale est 7. Nous réalisons le changement de variable v en z = exp(2iv).
Lorsque la variable v décrit I'intervalle [0, 7], 1a variable z décrit C, le cercle de rayon 1
dans le plan complexe (B.4). Avec ce changement de variable, cosv = (y/2+1/1/2)/2,
sinv = (v/z —1/4/2)/(2i) et dv = dz/(2iz). Alors, Pexpression (B.16) de I'intégrale
It devient

Tpm = (2im) ) /C Riom(2) dz (B.17)

ol

2m

93¢

VR EC ) =2 A T aVE - 1A

(B.18)

Nous transformons 'expression (B.18) de Rr,,(2); nous multiplions le numérateur
et le dénominateur de Ry, (z) par (v/zsin ¢)*™ et nous utilisons que zZ = 1/z pour
tout z € C. Nous obtenons alors

(B.19)

V2 €C: Rrm(z) = 2™} {QﬁuSingﬁ}m [Qﬁ“singp}m

2 +a| |+,

ou les fonctions ¢4 sont définies par (B.8). Le calcul de 'expression (B.17) de l'inté-
grale I, se résume au calcul des résidus de la fraction rationnelle Ry ,,. A ce stade
nous séparons le probléme en deux cas.

Premier cas: |¢;| < |¢_| Dans ce cas, la fraction rationnelle Rr,, posséde un

unique pole d’ordre m en z = —q, /q_ dans le disque unité. Nous déterminons le
résidu de R, ,, en z = —q, /g_ pour m = 1,2. Alors,
2 “sin 2 B 2 + 2
|q+| < |q_| - IT,l == M et IT’Q = % 172«71 . (BQO)
|- = la-| |- = la-|

Second cas: |¢;| > |¢-| Dans ce cas, la fraction rationnelle Rr,, posséde un

unique pole d’ordre m en z = —q_/q, dans le disque unité. Nous déterminons le
résidu de Ry, en z = — — ¢_/q4 pour m = 1,2. Alors,
2 “sin 2 2 + - 2
|q+| > |q_| - IT,l == M et IT’Q = % 172«71 . (B21)
e e

Conclusion Nous pouvons regrouper les expressions (B.20) et (B.21) de I, et
I75. Dans tous les cas,

B (234 sin ¢p)?
‘ g+ 1> = lg- | ‘

2 2

et IT’Q =

I _
o g4 ? — la-I?|
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Nous remplacons les fonctions ¢4 par leur expression (B.8,3.56) en fonction de la
matrice 1" et de la fonction ¢. Enfin, nous utilisons que

lgx| > |g5| = |qx]® = |8+ B, 187 + B, T /4,

(B.23)
|q:F|2 = |/6u - ﬁB|2|/6d - ﬁB|2T122/4a

ou la fonction 3, est définie par (B.15). Nous pouvons alors exprimer les intégrales
I, et Ipo en fonction de 3%, Bdet B, :

Lo (BB 128" 2R(5,)| 126°2R(5,)]
BUTBut B, [2B9 + B,[2 — [Be — B, 284 — B, 2

I — |/BU+BB|2|/8d+BB|2+|/BU_BB|2|/8d_BB|2 12
T B BB+ Byl — 18" — By PIBT - By T

(B.24)

B.4 Calcul de la limite du module carré du coethi-
cient de réflexion

Dans cette section B.3 nous déterminons dans la bande de transparence B l'ex-
pression de I'intégrale

L = (27)°] /
[0,27]

pour m = 1,2. De méme que p., ps, ¢, ¢s €t ¢, Ir, est une fonction de la variable
a1 € B. Nous pouvons utiliser les résultats établis dans le section précédente B.3.
En effet, d’aprés la conséquence (3.57) de la conservation du flux du vecteur de
Poynting, pour tout n € N:

[l = 1= (BY/B")t* et |l =1—2(8/8")|tn ] + (87/8")Itnl". (B.26)

m

Pe COS U + ipgsin v/ sin ¢ 2 J (B.25)
v, .

e cOS U + igs sin v/ sin @

Alors, les limites Ip, Ir1, Igo et Iro de ces fonctions vérifient également cette
relation (B.26):

Ipi=1—(BYB")Ir1 et Ipo=1—2(8B")Ir1 + (8Y/B")Ir,. (B.27)

En remplacant les intégrales I, et I7o par leur expression (B.24), nous obtenons
I’expression des intégrales Ir; et Iy en fonction de 3%, 3% et f3,,.
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Theoretical and numerical study of properties of
photonic bandgap structures

Abstract This work is centered on the theoretical and numerical study of the
photonic crystals properties. We consider, in an increasing order of complexity, the
cases of 1D, 2D and 3D structures.

We pay a detailed attention on the dispersion relations of the Bloch modes of the
crystal. This relation indeed contains a great number of information, not only on
the field in the crystal (on the energy propagation for example), but it also makes it
possible to understand and predict how is carried out the coupling, at the borders
of a limited crystal, between the interior field and the external field.

The exploitation of these properties enable us to predict, then to simulate nu-
merically, some situations in which the photonic crystals behave like mediums of
optical index lower than that of the vacuum (ultra-refraction), even of negative op-
tical index. It is shown for example that it is possible to design micro-lenses whose
dimensions and focal distance are a few tens of wavelengths.

We worked out a numerical method particularly adapted to the woodpile photo-
nic crystals. It takes as a starting point the technique of the exact eigenvalues and
eigenfunctions used for the 2D lamellar gratings. This method is extremely efficient
since it makes it possible to treat woodpile 3D structures with computation times
comparable with the most powerful of the 2D methods.

By this means, we have access to the dispersion relations (with this aim in view,
we developed a technique allowing to obtain without numerical instabilities the
eigenvalues and the eigenvectors of the transfer matrix through a grating layer), to
the ratio of energy transmitted through a finite thickness of the crystal, and also to
the field emitted in 3D by an optical source in the presence of a woodpile photonic
crystal.

Key words electromagnetism, optics, photonic crystal, woodpile, lamellar gra-
ting, diffraction by grating, Floquet-Bloch reduction, spontaneous emission, ultra-
refraction, transfer matrix, numerical methods.



